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های  های متنوعی در این حوزه برایم مطرح بود و دغدغه موضوع، 8931، تا پیش از زمستان ریاضی عنوان آموزشگر به
شدن آموزش رسمی،  تعطیلی کشانده، و به 8931در پایان سال کرونا گیر شدن ویروس  همهاما با  اگونی داشتم.گون

دنبال این پرسش،  به کلیدی برایم مطرح شد: یپرسش
دیگری، این امکان گیر  همهاین بیماری، یا هر بیماری آیا نگرانی از شیوع دوباره های بیشتری در ذهن داشتم:  پرسش

طور عام، و  آموزش بهمسیر د؟ نحال و هوای پیش از این دوره را داشته باش ،های درس کلاسکند تا  را فراهم می
تعامل  یا برای فعلیهای  ورزی به روش ریاضی آموزان برای آیا دانش ؟خواهد شدچگونه ، طور خاص بهآموزش ریاضی 

های مختلف  شکل به ها که مدتدرس ریاضی، در آیا لزوم تغییر محتوا مجالی خواهند داشت؟  د،های خو کلاسی همبا 
 ها پرسش دیگر. و دهدر اولویت تدریس قرار خواهند داشت؟ های ریاضی  مهارت چه، بیشتر خواهد شد؟ شدهمطرح 

ممکن است که  ،دنباشوابسته رج از حیطه آموزش به عواملی خاتواند  حتی میو  ،ساده نیست ها پاسخ به این پرسش
 ،داردطرفدار همواره  ، هستم کهباور بر این اما  !دشوبرخی روابط حاکم بر کلاس درس موجب تغییر 

چنان  همو 
. (8931)رضائی،

 است، لازم چنین هم. یمباشداشته  تعریف مجدد  به نیاز ،پس از کروناکه نباشد دور از ذهن شاید 
این حمایت . بشودحمایت و پشتیبانی ، از برای امکان ارائه آموزش باکیفیت، 

تا ، باشد علمید؛ و هم نهای کمتری وارد کلاس درس خود شو با دغدغه انمعلمتا باشد،  باید مادیهم و پشتیبانی، 
 .دنکنریزی  برنامه خود برای کلاس درس یبا آگاهی بیشترایشان ،  د با نبتوان

ارتباط با گروهی از معلمانی که با وجود  از آموزش نه! اما، ما ور شدهتدریس دکه به اجبار ناخواسته، از است مدتی 
تدوین  ایده تا ،دنبال پیدا کردن راهکارهایی برای بهتر شدن تدریس خود بودند، موجب شد شخصی، بهمشکلات 

یکی از عنوان  ، بهموضوع انتخاب د. وش تر                         آموزش ریاضی برایم پ ررنگتخصصی در حوزه  جزوه یا کتاب
 اجباری در دوره قرنطینه. هایی پیرامون آن مطرح شد که بارها پرسشاز آنجا ناشی شد  مشترک معلمانهای  دغدغه
به باشد  یپاسختا هم  ،شدم تر مصمم کتاب  تدوین برای ،مجازی با معلمان ارتباطو کرونا، 
ها برای روی آوردن معلمان به  درخواستبا وجود . ببرمبهره بهتر  ،ناشی از کرونا نشینی هخانو هم از ها  دغدغهاین 

به رویکردهای حل مسئله در آموزش ریاضی، نگرانی معلمان برای انتقال از آموزش
های تألیف  هدفیکی از  و البته بجاست.، طبیعی آموزش همراه با تأکید بر 

خواهند  کسانی که نمی برای . با این همه، قصد ندارمقرار دادمفراز و نشیب آشکار کردن این مسیر پ ر را کتاباین 
در عوض،  !کسی را به قدم گذاشتن در این راه تشویق کنم ، استدلالی ارائه کنم، یاهای سنتی را کنار بگذارند شیوه

درس در ویژه  دانشگاهی، بهتدریس  های ای، همراه با تجربه تدریس مدرسه های با استفاده از تجربها ت گرفتمتصمیم 
  کنم. گردآوریرو،  پیشدر قالب کتاب  ،برای معلمان گرامی را اه هاین تجرب، 



 

آشنا کردن شود.  تحصیلات تکمیلی رشته آموزش ریاضی ارائه می در دورهدرس 
 ،ها هر یک از این نگرشو نقش حل مسئله در  ،های مختلف نسبت به تدریس ریاضیات دانشجویان با نگرش

های  زمینه آموزش و یادگیری شیوهترین هدف این درس است. در این مسیر، با اشاره به تحقیقات انجام شده در  مهم
 فرایندچنین  گیرد. هم مورد بررسی قرار می آموزشهای حل مسئله و کارکرد آن در  حل مسئله، برخی از استراتژی

این درس،  های . با توجه به هدفگیرد قرار میبررسی عنوان هسته اصلی یادگیری ریاضیات مورد  حل مسئله به
کار و خبره،  کن تازه حل حل مسئله برای یک مسئله فرایندآشنایی با  ـ8   :شود ان میبی این درسهای زیر در  موضوع
گیری این  بررسی تأثیر افکار پولیا بر آموزش و یادگیری حل مسئله و نقش وی در شکل ـ2  ؛ ها آنهای  و تفاوت
نقش دانش  ـ4   ین زمینه؛نظران در ا عوامل دخیل در حل مسئله و آموزش حل مسئله و دیدگاه صاحب ـ9  ؛ فرایند

 ارزیابی کمی و کیفی حل مسئله، و بررسی اجمالی انواع ارزیابی.  ـ5   شناختی و دانش فراشناختی در حل مسئله؛

این درس، روال معمول . سترا در پیش گرفته ادرس  عملیبخش حاضر، کتاب 
های مرتبط و تجربه عملی دانشجویان انتخاب  ها از میان مقاله مثال. شود آغاز میهایی از کلاس درس  معرفی مثالبا 

برای  ای جزوهتواند  این کتاب، نمیاست هی بدید. نگیر مورد تجزیه و تحلیل قرار می، و با توجه به مبانی نظری شده
 ،همین سبب بهو کتاب خارج است این ث نظری این درس، از حوصله مباحجزییات بسیاری از درس مذکور باشد، زیرا 

در کتاب معرفی شده است. ، و مسیر درسنظری  این مبانی، خط کلی با این همه .نظر شده است ها صرف از آن
  .کندمیسر را  کارگذر زمان، امکان قضاوت درباره مفید بودن این  امیدوارم

دارند. بنابراین، این گروه  شتاب برای رسیدن به  که گروهی هستنددر عصر سرعت برای انتقال اطلاعات، 
مند  علاقه چه چنانند. برپایان ب بهکتاب را ، 5ـ9بخشبخوانند و با را  2آغاز کنند، سپس فصل 4ـ8توانند از بخش می

 د! یپیش بگیردرآن از نخستین فصل تا پایان را کتاب پیوسته مسیر بدیهی، خواندن ، هستیدبحث  این به مبانی نظری

. ، نگارش شدو کمک به ، با هدف  کتاب
تصمیم به انتشار نسخه  ،، از همان ابتداکتاب نظر کردن از امتیاز انتشار نسخه چاپی با صرفنگارنده همین سبب،  به

را  کتاببه دسترسی معلمان ان امک، چاپی کتابیقین در فضای پس از کرونا، انتشار  گرفت، زیرا بهکتاب الکترونیکی 
، تکثیر  با. بنابراین، اندازد میتعویق  طولانی، بهبسیار برای مدت 

و                  های عمومی  تدوین کنم. با این همه، برای کمک به تأمین هزینه فایل کتاب را برای عموم، بلامانع اعلام می
شود، در صورت تمایل، به ازای هر نسخه کپی از  های بعد، از خوانندگان درخواست می این کتاب و کتاب سازی آماده

واریز نمایید.  شماره کارتحساب نگارنده با فایل کتاب، مبلغی )به اختیار خود( به 
قی است و ای و اخلا این درخواست، یک تعهد یا الزامی قانونی نیست، بلکه درخواستی حرفهبدیهی است، 

طورکه تأکید شد، واریز این وجه الزامی نیست! نگارنده، از ارسال نقد کتاب توسط کارشناسان و معلمان، استقبال  همان
 های بعد کند.  مکی به تدوین کتابها، ک تواند علاوه بر آگاهی از کاستی کند. این بازخوردها می می
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ای در شهر به مکانی دیگر( آسان است. حال فرض  سفر کردن )چه سفر از شهری به شهر دیگر، یا از نقطهامروزه، 
د. اگر بتوانید سوار یکی از وسایل نقلیه عمومی )تاکسی یا اتوبوس( ای به نقطه دیگر بروی خواهید از نقطه کنید می

ای پیش رو ندارید. اما اگر هیچ وسیله نقلیه عمومی نباشد و  بشوید یا با خودرو شخصی به مقصد برسید، مسئله
ین حال، در اکند.  وسیله مناسبی هم در اختیار نداشته باشید، ضرورت رفتن به مقصد، برای شما مسئله ایجاد می

آید.  وجود نمی ای به کمک آن بتوانید به مقصد برسید، مسئله تان برسد و به ای به ذهن دلیلی، وسیله اگر بلافاصله، به
ی )مانند محدودیت زمانی یا محدودیت پولی که در های محدودیت چه با ای پیدا نشود یا چنان ولی اگر چنین وسیله

 تواند مسئله دشوار باشد...  ئله سر و کار دارید، و گاهی میبا یک مس رو باشد، اختیار دارید( روبه

واژه مسئله به مفهومی بسیار شویم.  میرو  هایی که در زندگی امروزی با آن روبه ای است از مسئله این مثال، نمونه
 :واژه چیستتر، روشن کنیم که منظور ما از این  طور دقیق رود. بنابراین پیش از همه، باید به کار می گسترده به

عبارت است از  
 . (8315)پولیا،  است، به معنای  و

ت و در حالت دوم دشوار. اما تواند ساده یا پیچیده باشد. در حالت اول پیدا کردن راه حل ساده اس مسئله، می
ای نیست!  دشواری پیدا کردن راه حل، تا حد زیاد به مفهوم مسئله مرتبط است: جایی که دشواری نباشد، مسئله

دشوار باشد، و همین پرسش  ای مسئله آموزان یک پایه تحصیلی ممکن است یک پرسش مشخص، برای دانش
عنوان  ؛ یا در جایی دیگر، تنها مروری بر یک درس و بهده باشدآموزان در یک پایه تحصیلی دیگر سا برای دانش

آموزان بسیار ساده باشد، اما برای گروه  تواند برای گروهی از دانش یک تمرین باشد. از سوی دیگر، یک مسئله می
ویارویی با آموزان، عوامل دیگری مانند ر آموزان بسیار دشوار باشد. علاوه بر پایه تحصیلی، و دانش دیگری از دانش

گذاری یک مسئله و تقلیل  تواند برای ارزش آموزان، می های مشابه، یا محتوای تکمیلی ارائه شده برای دانش مسئله
ای،  آن تا حد یک تمرین ساده مؤثر باشد. در این فصل، ضمن معرفی مسئله و حل مسئله در برنامه درسی مدرسه

و گرفته ، رابطه ریاضیات و حل مسئله مورد کنکاش قرار سوم ششود. در بخ به تفاوت مسئله با تمرین اشاره می
 . به راهکارهای تدریس حل مسئله اختصاص دارد ،پایانی کاربردی و خواندنی بخش



 

 

، فهرستی ذیل عنوان  ،نظری تحول بنیادی در نظام آموزشیمبانی منشور در 
سیستمی بیان شده که مورد تأکید قرار  تفکر خلق، و ابداع انتقادی، تفکر مسئله، حل تخیل، :اع تفکر ماننداز انو
 گری، ترتیب با پرسش تفکر به فرایند»است: اشاره شده گیری  ویژه، به تفکر حل مسئله در کنار تصمیم بهاند.  گرفته
 ختم تفکر به کار یابد اما می ادامه گیری تصمیم و شواهد، بر اساس قضاوت تحلیل، مشاهدات، هدایت گری، کاوش
ت فرد و تربی منظور به اینها همه .شود می پیگیری است تعقل همان معیار که نظام براساس قضاوت بلکه شود نمی

 عنوان به یابی خودارزش و خود در ا تأملارتقا موقعیت او در مسیر شکوفایی فطرت الهی و حیات طیبه است لذ
 (. 8934)منشور، « .شود می اهمیت حائز ارزشیابی فنون عنوان به نه و مشترک های صلاحیت و ها گیرییاد از یکی

های معنایی با حل مسئله ریاضی دارد. برای  عنوان تفکر، تفاوت حل مسئله بهپیش از ادامه، باید تأکید شود که 
چنین،  همشود.  فکر حل مسئله ارائه میتری از ت مذکور، در ادامه این بخش، معرفی دقیق های تفاوتروشن شدن 

حل مسئله در این کتاب، با ذکر است،  لازم بهشود.  معرفی میعنوان حالت خاصی از حل مسئله  گیری، به تصمیم
  است.مورد بررسی قرار گرفته تمرکز بر حل مسئله ریاضی 

 عنوان یک هبو  شود مینام برده ری ترین بخش هر عملیات فک پیچیدهعنوان  به معنای عام( )به حل مسئلهتفکر از 
 حل. تهای بنیادین و معمولی اس گردد که محتاج تلفیق و مهار یک سری مهارت روند مهم شناختی تعریف می

نداند که برای رفتن از یک موقعیت ی هوش مصنوع یا یک سامانهه موجود زند شود که یک مسئله وقتی مطرح می
تر است که یافتن مسئله  به موقعیت دیگر باید چه مسیری را بپیماید. این نیز خود بخشی از روند یک مسئله بزرگ

ا ب (Problem-Solving)ه لمهارت حل مسئدر بعضی از متون، بین د. باش دهی مسئله بخشی از آن می و شکل
های متفاوتی  شوند. هر چند این دو عنوان، مهارت تمایزی قایل نمی (Decision-Making)گیری  مهارت تصمیم

گیری  مهارت حل مسئله فراگیرتر از مهارت تصمیمدر مجموع، اما هستند، اما مرزهای مشترک زیادی با هم دارند. 
 و مشکلات ها، مسئله تشخیص و جستجو ه درعنوان برخورد فعالان به مهارت حل مسئلهشود.  گرفته می در نظر
 مقایسه راهکارها، خلق و جستجو و اطلاعات تحلیل و آوری جمع در قضاوت مهارت و منطق از استفاده ها، فرصت

  شود. می تعریف مسئله یک با مواجهه برای شیوه بهترین انتخاب و مختلف راهکارهای

 دشاید نتواندارد، و را  تمشکلاقدرت تشخیص  شود:  سطح تعریف میچهار برای مهارت حل مسئله، 
د. کمک کنند را تشخیص ده توانند به حل مشکلات فرد یا افرادی که میممکن است بتواند . درا حل کن ها آن

 ها آناسب برای راهکار من دتوان می در بیشتر مواردبلکه ، نه تنها در تشخیص مشکلات توانمند هست 
 گیری است.  بهبود کیفیت تحلیل و تصمیم به دیگران برای. مراجعه درا نیز انتخاب و اجرا کن

طرف و با سوگیری کمتر برای  این کمک با نگاهی بی. دبه دیگران در تشخیص مشکلاتشان کمک کند توان می
خودشان  مهارت حل مسئلهبرای بهبود را دیگران  بهتوانایی کمک  یابی مشکلات آنان است.  ریشه

 (. 8331کال،  )مک مسئولیت نهایی راهکار انتخاب شده را آگاهانه بر عهده بگیرنددارد تا بتوانند 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%88%D8%AC%D9%88%D8%AF_%D8%B2%D9%86%D8%AF%D9%87


 

د، با این همه، نیاز به ارائه یک تعریف کمی عجیب به نظر برسی گیر تصمیمتعریف به اختصاص یک ممکن است 
نامند.  گیری می را تصمیم شناختی انتخاب یک موضوع یا مورد از میان چند گزینه فرایندتر ضروری است:  رسمی
با اتکا به د و هدف آن است که ها مشخص هستن گزینه معمولطور  به ی است،گیر تصمیمز صحبت از وقتی ا
ن ایی گیر تصمیمپرسش . به بیان دیگر، شودرا انتخاب ه بهترین گزینگیری،  دانش تصمیم ها و ابزارهای تکنیک

  بلکه این پرسش است کهکه 
قدرت شود تا  شود و تلاش می گیری منجر می های فراوانی وجود دارد که به تصمیم در زندگی روزمره، نمونه

  یابد.بهبود ی گیر تصمیم

، ست. انیاز به تغییر و تشخیص  شناسایی شود:  میگیری چند مرحله تعریف  برای تصمیم
ها تعیین شوند.  شناسایی شوند و ارزش ها هدفباید  در  است.فعلی و شرایط تحلیلی و بررسی موقعیت 

است: حل ترین مرا یکی از مهم، . های موجود است ها و انتخاب راه همه در نظر گرفتن، 
ترین گزینه از نظر  ، انتخاب مناسبشناسایی ارزیابی عوارضی است که هر تصمیم به دنبال دارد. 

ها است )و در صورت لزوم، بازگشت به مرحله چهارم است(. انتخاب راه، پایان  ها و ارزش هماهنگی با هدف
خود به  (دنبال اجرای تصمیم به، )به اجرا درآوردن تصمیم است. ، گیری نیست.  تصمیم

بینانه بودن و آگاهی  )که به واقع گیری و پیامدهای آن است هد آمد و آن پذیرش مسئولیت تصمیمخود پیش خوا
 (. 2442)کروزر، ارزیابی نتایج است ، . کافی در مرحله پنجم بستگی دارد(

تفکر،  فرایندضمن تأکید بر ( 8934نظری تحول بنیادین )منشور، در مبانی به برنامه درسی ریاضی بازگردیم. 
به  قرار گرفته است. نزدیک بودن مفهوم ه گیری با توجه به نظام معیارها مورد توج قضاوت و تصمیم

 ای موارد به درک بهتر از حل مسئله تواند در پاره های حل مسئله ریاضی می ها و مدل معنای عام آن به چارچوب
 ها در این چارچوب از حل مسئله ریاضی است، ادعایی مبنی بر حل تمام مسئله سخنریاضی کمک کند. اما وقتی 

، ریاضیات برای حل مسئله مطرح شده در چارچوب سازی مناسب با مدلکه  وجود داردهر چند، این امکان  .نیست
مسئله ریاضی  تواند مستقل از حل گیری می های تصمیم ، استفاده از مهارتاز سوی دیگرآن مدل، کارآمد باشد. 
 . کار گرفت بهنیز ها و دانش ریاضی را  ترین گزینه، مهارت انتخاب مناسبممکن است برای  مورد توجه باشد، البته

مسئله و را ها در آموزش ریاضی  گیری یکی از جهت هوشمندانهعنوان سند راهنمای اجرایی،  بهبرنامه درسی ملی، 
آموزان خودشان  دانشدهد که  یادگیری عمیق مفاهیم ریاضی وقتی رخ می»: کند بیان میمسئله،  راهبردهای حل

توجه به آن مفاهیم رسیده باشند و خودشان آن مفاهیم را ساخته باشند. این عمل  در طی حل یک مسئله قابل
گیرند که  آموزان یاد می یادگیری ریاضی، دانش  ـ یاددهی فرایندژوهش ریاضی است. بنابراین، در مشابه یک پ

را  ها آنکار کرد و  ها آنتوان با  را نامگذاری کرد و چگونه می ها آندهد، چگونه باید  چگونه مفاهیم جدید رخ می
عام( با  معنی بهمخدوش شدن مفهوم حل مسئله ) اما(. 8938)سند، « .تعمیم داد

شده، اجرا امهبا برنقصدشده درسی بین برنامه شکافی ژرف حل مسئله ریاضی، 
 های درسی است.  شکافی که جبران آن نیازمند بازنگری در کتاب ،آورده استپدید 



 

 

در اختیار « جزوه تکمیلی»هایی که با عنوان  های درسی )و حتی جزوه چندان دشوار نیست که با بررسی کتاب
های مشابه است.  ای از تکلیف ها، ارائه مجموعه ین کتابگیرد( دریابیم که روند معمول در ا آموزان قرار می دانش

( به صراحت 8973. در این زمینه شونفیلد )به نقل از گویا، کافی باشدتواند  ، نمیها این مجموعه از تکلیفتمرکز بر 
 شوند و های خوب تعریف شده متمرکز می اغلب اوقات معلمان بر گردایه باریکی از تکلیف»... کند:  اشاره می

های معمولی، اگر نه الگوریتمی، انجام دهند. سپس  ها را از راه دهند تا آن تکلیف آموزان را چنان آموزش می دانش
دهند... این یک  چه تدریس کرده بودند مورد آزمون قرار می های بسیار مشابه آن آموزان را با تکلیف دانش
آموزان آن ریاضی را  هیم تا باور کنیم که دانشاجازه د ها آنگری است که به خودمان و  کاری و حیله فریب

 لازم است تعریفی رسمی ارائه شود. و مسئله،  ها این تکلیفدلیل روشن نبودن مرز بین  با این حال، به« اند. فهمیده

قرار  ها زیر این عنوانمحتوای مطالبی که . هستند  یا  های عنوان بای های بخششامل های درسی  کتاب
طور  بههای خوب تعریف شده، هستند.  ای از تکلیف مجموعه ها، تمرینبیشتر  ندارند. یکدیگر، تفاوت معناداری با دندار

ها پاسخ دهند و تمام تلاش معلم  سرعت بتوانند به این تمرین آموزان به دانش کهآن است بر معمول انتظار عمومی 
در انتهای درس، پرسشی فراتر از چارچوب درس مرکز باشد. مت آموزان، موضوع، یعنی سرعت عمل دانش باید بر این

چارچوب گنجانده این خارج از  ،یکی دو پرسش« ای های دوره تمرین»ترین حالت، در  در خوشبینانه و شود میمطرح ن
 عنوان پرسش اختیاری از مسئولیت های دیگر برجسته شده و به که البته در بیشتر موارد با ستاره و علامت شود می

هایی در قالب  پرسش ،از همان نخستین سال دوره ابتدایی شود! آموز برای پاسخ دادن به آن کنار گذاشته می دانش
شوند و سرعت عمل )حتی  ها نیز از قاعده بالا خارج نمی این مسئله که شود می مطرح آموزان دانش برای «مسئله»

های از  را مثال ها آنشود  میتلاش در عین حال،  است. ها آنپرداختن به بدون درنگی برای تفکر( شرط اصلی 
اطلاعات ترین شکل ممکن و بدون هیچ  کوتاه  تشریح یک موقعیت )البته به با ،. بنابراینزندگی واقعی نشان دهند

ر دآن ارائه دهند. برای « ریاضی»آموزان بتوانند مدلی  دانشرود  دنبال آن، انتظار می شود و به مسئله بیان میاضافی( 
 !اند دهیم تا باور کنند آن ریاضی را فهمیده )و در مواردی والدین( اجازه می انآموز نهایت به دانش

آموزان  برای دانشها  مسئله، گیرد میبا زندگی روزمره صورت  هایی چنین مسئلهتلاشی که برای تطابق  ا وجودب
 ،تمرین(شکل  بهچه و مسئله در قالب )چه  سدرهر ی پایان ها پرسشندارد. آنان چندان شباهتی با زندگی روزمره 

این شکل از ! اند طراحی شده «خاص»برای رسیدن به پاسخی  «خاص»ی پرسشدر « خاص»روشی کارگیری  بهبا 
. بشوندگرایانه  بحث و بررسی واقعیک دهد با تمام توان خود، درگیر  نمیاجازه  انآموز به دانشهای درسی،  پرسش

 . استنتیجه  ها به زندگی روزمره بی م برای نزدیک کردن این پرسشکوشش معلدر این حالت، 

اگر مورد شماتت قرار نگیرند، تری بیان کنند که  های دقیق زیرک پاسخآموزان  دانشدر بعضی موارد، ممکن است، 
: ل دارد، جای تأمنشاند، اما برای معلمان می آنان بر لب لبخندیشود یا  آموزان کلاس می باعث شوخی دیگر دانش

 !«!!! دل درد»آموزان:  پاسخ یکی از دانش« خورد. اکنون علی چه دارد؟ تای آن را می82کیک دارد،  24علی »



 

در اختیار داشته این دو مفهوم تر از  رسمی، لازم است تعریفی بین تمرین و مسئله تر تفاوت برای بررسی دقیق
گیری از  ماند. با بهره باقی نافرجاموپرورش  اسناد آموزشهایی در  برای یافتن چنین تعریف نگارنده باشیم. تلاش

  :توان تعریفی برای تمرین نیز ارائه کرد تعریفی که در مقدمه این فصل به نقل از پولیا آمده، می

عبارت است از  
 (. 8315، پولیااست )، به معنای و . 

عبارت است از  
 است. ، به معنای . و 

عملی  های آموزی مهارت یاهای دیگر  رسر ددتواند به هر نوع تمرین  ئه شده برای تمرین، میهر چند، تعریف ارا
برای  که هایی کنیم. تمرین ای محدود می آموزش مدرسه به آن را در چارچوب ریاضی وتعریف تعمیم پیدا کند، اما 

های الگوریتمی  ، یا رویهای( دجملههای چن )مانند ریشه های متنوع های ریاضی در مسئله استفاده از انواع فرمول
یا  ،یا ترسیم شکلی خاص )مانند رسم نیمساز(مشترک(،  ترین مضرب بزرگبرای پیدا کردن مقداری خاص )مانند 

پیدا  برایهایی را  توان ارزش انجام چنین تمرین نمی شوند. ارائه می ز(های عادی )مانند انتگرال جز به ج رویه
نادیده گرفت. اما لازم است کمی  ها آنابزارهای اولیه برای درک بهتر  کارگیری به و زمینهکردن مهارت در این 

 نیز لذت ببرند.  رو کرد تا از  های غنی روبه آموزان را با مسئله فراتر رفت و در گام دوم دانش

، هدف که وجود آنبا آموزان یک مسئله باشد، چرا که  یک پرسش ممکن است در یک پایه تحصیلی برای دانش
رای تواند ب آموزان قرار نگرفته است و می دانش اما وسیله مناسب برای رسیدن به آن هنوز در اختیارروشن است 

های بالاتر و پس از  آموزان در پایه . همین پرسش، پس از تدریس مباحث مرتبط، برای دانشباشدآنان یک چالش 
کارگیری  یعنی انتخاب و به یین تمرینتکرار چنتمرین است. ا یک مسئله نیست و تنهدیگر یک معرفی آن وسیله، 

آموزان آموزنده باشد. اما تکرار مکرر آن،  تواند برای دانش های تدریس شده( می یک وسیله مناسب )از میان وسیله
های  کنار تمرینکه در  دارند نیاز انآموز خارج است. دانشآموزان  دانشبیشتر تنها ضرورتی ندارد، بلکه از حوصله  نه

 خود را ارتقا دهد. دیگر های  رو شود تا بتواند توانایی آموزی، با چند مسئله روبه مهارت

 مفهوم؛ سپس یک یک روش، الگوریتم، یا  توان چنین خلاصه کرد:  را می های درسی کتابکلی روند 
در بعضی موارد، مؤلفان برای تنوع، ابتدا ارائه آموزان.  چند تمرین به دانش  دو مثال، و در پایان  یکی

مفهوم روش یا برای کشف آن ی مناسب با هدف ایجاد فرصت کار اما این دهند. فی را انجام میمثال و سپس معر
زمان و زیاد  نبود شود. بیشتر مؤلفان با نگرانی از کم معرفی انجام می نگدر بینیست، چرا که آموزان  دانشتوسط 

توان ادعا کرد بجز چند استثنا،  میبدین ترتیب، زنند.  ، این نگرانی را در میان معلمان نیز دامن میبودن مطالب
 نیستند! ، های درسی ریاضی چیزی جز  کتاب ها در پرسش 

خود هستند تا  درس کلاسبرای  ای مناسب با وجود تمام این محدودها، معلمانی هستند که در جستجو مسئله
 آموزان را با آن مسئله درگیر کنند. کتاب حاضر برای این گروه معلمان است.  بتوانند پیش از آغاز تدریس، دانش



 

تمرکز اصلی ه توصیه کرد که حل مسئله باید نقط( NCTM)میلادی، شورای ملی معلمان ریاضی  14ه در ده
ای، هدف اصلی آموزش ریاضی را  ضی باشد. در استانداردهای برنامه درسی و ارزشیابی ریاضیات مدرسهآموزش ریا

سازی،  آموزان توصیف کرده است. در این توصیف، توانایی فرد در کشف کردن، حدسیه قدرت ریاضی دانشه توسع
 های غیرمعمول برای حل مسئلهیاضی های گوناگون ر توانایی استفاده مؤثر از روشه استدلال منطقی، به اضاف
طور تاریخی  به کلیسه مضمون همزمان، این رویکرد در سایر کشورها نیز فراگیر شد. مورد توجه قرار گرفت. 

،  عبارتند از  . این سهکند ای روشن می نقش حل مسئله را در ریاضیات مدرسه
 که در ادامه توصیف مختصری از هر یک بیان شده است:  و  

ای برای انجام ریاضی به چندین زیرمقوله تقسیم  زمینه عنوان بهل مسئله ح  
استفاده شده است و برای متقاعد   عنوان بهشود. در این دیدگاه، از حل مسئله  می

های واقعی زندگی مرتبط شده  های حل مسئله آموزان نسبت به ارزش ریاضی، محتوای آن با تجربه انشکردن د
به یک موضوع خاص  ها آنه آموزان استفاده شده تا علاق در دانش ، از حل مسئله برای چنین هماست. 

( برانگیخته شود. از این گذشته، حل مدار )از دنیای واقعی ریاضی با یک رویه، از طریق عرضه یک مثال زمینه
عنوان پاداش یا فراغت از مطالعات معمولی مطرح  ، یک فعالیت تفریحی که اغلب بهمسئله 

ترین نوع استفاده  ، که شاید رایجگیرد. بالاخره، حل مسئله  قرار میه شود، مورد استفاد می
 شود.  صورت مستقیم آموزش داده می گیرد که به ها و مفاهیمی مورد استفاده قرار می است، برای تقویت مهارت

ها و  گیرد، تأکید بر یافتن تکلیف ای برای ریاضی مورد استفاده قرار می زمینه عنوان بهزمانی که حل مسئله 
رای استفاده از حل کند. ب ریاضی کمک میه توجهی است که به آشکار ساختن یک مفهوم یا روی های جالب مسئله
کار از  خواهد مفهوم کسرها را نشان دهد و برای این می میلزمینه، برای نمونه، تصور کنید مع عنوان بهمسئله 
نحوی تقسیم کنند که به هر کدام سهم مساوی  نبات را به خواهد که دو تکه آب آموزان می هایی از دانش گروه

هایی  کند که عبارتند از ایجاد فرصت ای را دنبال می های چندگانه هدف حل مسئله، معلمه برسد. با ارائه این زمین
آشنا و مطلوب )انگیزش(؛ کمک به درک ه آموزان جهت کشف مفاهیم کسر با استفاده از یک وسیل برای دانش

 تر مفاهیم )تمرین(؛ و ارائه یک دلیل منطقی برای یادگیری مفهوم کسر )توجیه کردن(.  عینی

عنوان یک موضوع جداگانه در  های حل مسئله را به طرفداران این دیدگاه، مهارت  
عنوان ابزاری برای توسعه درک مفهومی و  آن بهطی  یاآن را در سرتاسر برنامه  ن کهبینند، نه ای برنامه درسی می

اعد سرانگشتی( را برای حل مسئله به های عمومی )یا قو ای از رویه مجموعه ها آن ای ببینند. های پایه مهارت
کنند، برای نمونه، کشیدن یک تصویر، بازگشت به عقب، تهیه یک فهرست و دیگر  آموزان تدریس می دانش

های معمولی  ها برای حل مسئله دهند تا بتوانند از این رویه هایی می تمرین ها آن راهبردهای حل مسئله، و به
شود، این  ها در نظر گرفته می ای از مهارت عنوان مجموعه ی که حل مسئله بهاستفاده کنند. با این حال، زمان



 

های  رود ابتدا در حل مسئله آموزان انتظار می گیرند که در آن، از دانش مراتبی قرار می ها اغلب در سلسله مهارت
های  حل کردن مسئله هک نجای آ های غیرمعمول بپردازند. در نتیجه، به معمولی به مهارت برسند و سپس به مسئله

شود. پس  آموزان سطح بالا آموزش داده می آموزان آموزش داده شود، اغلب تنها به دانش غیرمعمول به تمام دانش
ود، معلمان تمایل دارند که از تمایز بین آموزش حل مسئله ش های آموزشی حل مسئله تعریف می وقتی که هدف

 درک مفهومی وه حل مسئله در سرتاسر برنامه درسی برای توسععنوان یک مهارت جداگانه یا قرار دادن  به
 ای آگاهی یابند تا برنامه آموزشی خود را برای آن تنظیم کند.  های پایه مهارت

عنوان یک هنر عملی  تواند به ( این ایده را معرفی کرد که حل مسئله می8345پولیا )  
دانست و عبارت  عنوان عمل اکتشاف می کردن، آموزش داده شود. پولیا، حل مسئله را به مانند نواختن پیانو یا شنا
های جدید  آمیز مسئله های لازم برای بررسی و پژوهش موفقیت را برای توضیح توانایی 

عنوان  د، بلکه بهواعقصورت یک مجموعه تمام شده از حقایق و  معرفی کرد. وی مشوق این بود که ریاضی نه به
های  عنوان هنر این است که توانایی یک علم آزمایشی و استقرایی ارائه شود. هدف از آموزش حل مسئله به

های ماهر و مشتاقی شوند. متفکران مستقلی که حتی قادر به درگیر  کن آموزان توسعه یابد تا مسئله حل دانش
 اشند. بنیز شده  تعریف پاسخ  بد -های باز شدن با مسئله

وجوگری برای آموزش حل مسئله ارائه کرد )به  سال پیش، چارچوبی مبتنی بر جست 74هر چند که پولیا بیش از 
شود.  های درس احساس نمی های او در کلاس ایدهه کارگیری گسترد مراجعه کنید(، اما هنوز لزوم به سومفصل 

ین تغییر در تدریس ریاضی وجود دارد. آموزش حل های متعددی است که بر سر راه انجام ا چالشه دهند این نشان
آموزان نیز  گیر و سخت است، برای دانش قدر که برای معلم وقت مسئله غیرمعمول، مشکل است. حل مسئله همان

چه زمانی  چنانگیر و سخت است. تسلط بر هنر آموزش ریاضی تنها در مدت زمان طولانی ممکن است.  وقت
طور سطحی  های عملی را به شود هر یک از مهارت آموزان قرار نگیرد، معلم وادار می نشکافی در اختیار معلم و دا

وار  ترین حالت، شاهد یادگیری طوطی آموزان ارائه کند که در خوشبینانه های متکی بر حافظه به دانش و فرمان
 خواهیم بود. 

  باید... معلمان آموزش حل مسئله مشکل است زیرا

 آموزان را درک کنند و بدانند آیا ممکن است این  کردهای گوناگون توسط دانشپیامدهای انتخاب روی
 آموزان به نتیجه برسد؛  تواند موجب شود رویکردهای دانش رویکردها به نتیجه برسند و اگر نه، چه چیزی می

 گذارند، چه  آموزان می باید بدانند چه موقع مداخله کنند و وقتی که تمام مراحل حل مسئله را به عهده دانش
 آموز انجام دهند؛  کار را با هر دانش کمک کند و چگونه این ها آنتواند به  پیشنهادهایی می

 کار، بدون  خوبی انجام دادن این دانند. به گاهی باید در موقعیتی قرار گیرند که گویی حل مسئله را از قبل نمی
 ی است. نفس و خودآگاه ها، مستلزم تجربه، اعتمادبه دانستن همه پاسخ



 

آن خبرگی را معلمان باید در ابعاد مختلف مشکلاتی به همراه دارد. تدریس حل مسئله برای معلمان از 
آموزان ممکن است برای حل مسئله انتخاب کنند، بفهمند و  داشته باشند تا رویکردهای متفاوتی را که دانش

آموزش عمومی های  در دورهده باشند. بسیاری از معلمان توانند امیدوارکنن تشخیص دهند چگونه آن رویکردها می
و اغلب فاقد زمینه ریاضی قوی هستند که لازمه آموزش ریاضی با رویکرد حل مسئله است. از  اند شرکت کرده
های تعیین شده برای حل،  ای درباره سطح مشکل بودن مسئله های مهم و پیچیده معلمان باید تصمیم ،

آموز باشد و هم  که هم متضمن موفقیت دانش طوری ارائه کمک و چگونگی ارائه کمک اتخاذ کنند، بهزمان 
کنند. از  حفظ می ها آن آموزان را نسبت به راهبردهای حل مسئله اطمینان حاصل کنند که احساس مالکیت دانش

که « خبره»بینند. بازی نقش  میمعلمان گاهی خود را در وضعیت ناخوشایند ندانستن راه حل مسئله  ،
نفس و خودآگاهی است. اغلب از معلمان  اند، نیازمند تجربه، اعتمادبه طور سنتی به ایفای آن پرداخته معلمان به
ای تدریس کنند  رو نشده بودند و به شیوه شود ریاضیاتی را تدریس کنند که هرگز در مدرسه با آن روبه خواسته می

ها، به آموزش جدیدی  بوده است. به این دلایل، معلمان ممکن است علاوه بر این ها آن که مغایر با آموزش خود
 های آموزش حل مسئله نیاز داشته باشند.  در محتوا و نظریه ریاضی و نیز در شیوه

، های  های مناسب است. معلم با انتخاب مسئله های کلیدی معلمان، انتخاب و ارائه مسئله یکی از مسئولیت
معنادار حل مسئله شوند. این بدان  فراینددرگیر  ها آن کند تا آموزان فراهم می یط مناسب را برای دانششرا

 ... معناست که مسئله باید

 این طور معمول با  آموزان به های چندگانه را ارائه کند. دانش های متنوع حل و پاسخ پاسخ باشد، یعنی شیوه  ـباز
 درس آمده است؛ ه ، تمرینی است که در ادامنام داردشتر چیزی که مسئله شوند و بی رو نمی ها روبه مسئله

  به مفاهیم مهم ریاضی اشاره کند؛ 

 آموزان را جذب کند و به چالش بکشد؛  دانش 

 آموز مرتبط باشد.  با یادگیری قبلی دانش 

زش ریاضی وجود دارد، ها برای روی آوردن معلمان به رویکردهای حل مسئله در آمو و درخواستتقاضاها هر چند، 
های تفکر،  های ریاضی به آموزش همراه با تأکید بر فهم و درک ریاضی و مهارت انتقال از آموزش حقایق و رویه

های سنتی باید کنار گذاشته شوند. بیشتر  اند که شیوه کند و پ ر فراز و نشیب است. بسیاری از معلمان مجاب نشده
کار را انجام دهند. یکی از مشکلات این  د، اطمینان ندارند که چگونه باید اینهایی هم که مایل به تغییر هستن آن

که منظور از حل مسئله چیست، و بهترین راه تدریس و ارزشیابی آن چگونه است.   است که اجماعی وجود ندارد
 عامل اشاره کرد: توان به سه  کشند، می ها نیز رویکرد حل مسئله را به چالش می چنین از موارد دیگری که آن هم

  معلمان نسبت به تمام کردن محتوای درس، دغدغه دارند؛ 

 آموزان مشکل هستند؛  برای دانش های غیرمعمول مسئله 

 کنند.  ی عرضه میبسیار کم های غیرمعمول های درسی، مسئله ابکت 



 

آموزان  محیط آموزشی، دانشعوامل مختلفی ازجمله کافی از راهکار عملی برای تدریس، نیازمند شناخت  یکارائه 
های  پایه برایتواند  علاوه، این راهکارها می . بهبستگی داردآموزان  ، معلم و روابط وی با دانشها آنو توانایی 

به  هایی که توصیهراهکارها و های عمومی ارائه کرد. توان راهکار می، حالمختلف، تفاوت داشته باشند. با این 
چالش بکشانید  بهآموزان را  دانشتر  های ساده با مسئلهدر ابتدا، تلاش کنید رویکرد آموزشی معلم نیز بستگی دارد. 

کنید.  ل نظرتبادآموزان  با دانش را های ساده صرف کنید و جزییات آن و زمان کافی برای حل کردن همین مسئله
 ...عمل کنید و  این موارددر این مسیر به  یرند.نادیده بگجزییات را نباید نشان دهید که در عمل 

 آموزان نشان دهید که چگونه یک مسئله را تبیین کنند. این تبیین، شامل رسم نمودارهای مفید و  به دانش
مفید را  های ای از پرسش های مفید مسئله است. در صورت امکان، مجموعه چگونگی مشخص کردن جلوه

 ها آن ها در کلاس، وار، در موقع بحث راجع به مسئله تبیین مسئله و به طور نظام فرایندتهیه کنید که در حین 
 آموزان بپرسید.  را از دانش

 توانید برای خواندن صورت  آموزان فرصت دهید تا تغییر صورت مسئله را در کلاس تمرین کنند. می به دانش
بخواهید تا صورت مسئله را به زبان خود بیان  ها آن قت بیشتری بدهید، و از بعضی ازآموزان و مسئله، به دانش

 کنند. سپس هر ابهام احتمالی در صورت مسئله را در کلاس به بحث بگذارید. 

  های کنترلی خود را توسعه دهند.  مهارتآموزان  دانش ارزشیابی کنید تاطور ضمنی  بهمراحل حل هر مسئله را 

 آموزان،  وناگونی برای استفاده در کلاس درس و تکلیف منزل انتخاب کنید که ممکن است دانشهای گ مثال
 رو شوند.  های واقعی، روبه یتعدر موق ها آن با

 هایی را در کلاس مطرح کنید که بد تعریف شده یا  اند، گاهی مسئله هایی که خوب تعریف شده در کنار مسئله
های مستدل، دنبال اطلاعات  آموزان، برای تعیین فرض م باشد که دانشتوضیحات کافی نداشته باشند و لاز

 بیشتری بگردند. 

  آموزان نیازمند  کنید. دانشانتخاب های متنوعی برای بحث در کلاس یا تکلیف منزل  مسئلهتلاش کنید تا
 ید هستند. های جد ها و کاربرد مفاهیم در موقعیت وقت کافی برای تمرین عملی در چگونگی تلفیق راهبرد

 کننده یادگیری ریاضی و مراحل برتر تفکر حل مسئله باشند.  ، تسهیلها آن فرایندهایی انتخاب کنید که  مسئله 

 آموزان و تعمیم دادن آن راه  ها توسط دانش ، مستلزم مرور راه حلها آن هایی طرح کنید که پاسخ به پرسش
وجو برای عواملی  مرتبط با مسئله حل شده یا جست های ها باشد. برای مثال، مقایسه صریح بین مسئله حل

 اند، مفید است.  که بیشترین یا کمترین تأثیر را در پاسخ مسئله داشته



 

 آموزان به جای یک متغیر خاص، مجبور باشند  هایی را برای تکلیف یا بحث کلاسی بدهید که دانش مسئله
دن را بر اساس اصول زیربنایی مسئله تشویق کنید، ، استدلال کرچنین همتمام متغیرهای ممکن را پیدا کنند. 

 تنها استفاده از فرمول را تشویق کنید.  ن کهنه آ

 حل و جزییات آن  فرایندآموزان بخواهید که تمام  تنها یک مسئله برای تکلیف منزل انتخاب کنید اما از دانش
بدانند که شما  ها آن وب بدهید تاآموزان خود، بازخورد مکت کنند. حتماً به دانش« ثبت»را تا حد امکان 

آموزان از طریق  ها با ارزش هستند. از این گذشته، دانش خوانید و آن نوشته را با حوصله می ها آن های نوشته
های نادرست خود را  یابند تا راهبرد شوند و فرصتی می می ها آن نوشتن، متوجه اشتباهات خود و علل وقوع

 تصحیح کنند. 

 آموزان بتوانند از شما، بازخورد فوری بگیرند و  رای تمرین عملی در کلاس ایجاد کنید تا دانشهایی را ب فرصت
 های خود مشورت کنند و از هم یاد بگیرند.  گروهی با هم

 های تکرارپذیر ناشی  توجه کنید و اشتباه ها آن آموزان، به اشتباهات های مکتوب دانش در موقع بررسی راه حل
 را به بحث بگذارید. ها آن ، در کلاس نیزها آن اسایی کرده و ضمن نوشتن علترا شن« بدفهمی»از 

 آموزان ـ چه به صورت انفرادی و چه گروهی، تنها بر پاسخ صحیح تأکید  های دانش گذاری راه حل در نمره
ای  نیز، نمره ها آن های انتخاب شده و چگونگی انتخاب نکنید، بلکه برای تمام مراحل حل ازجمله راهبرد

 اختصاص دهید. 
 

حل همان مسئله، این  فرایندکار گیرید و با استناد به اطلاعات شفاف درباره  های مؤثر را در حل مسئله، به راهبرد
را به  ئلهسم یک، تمام مراحل انجام «رفته شسته و »حل  یک یجا سازی کنید. گاهی اوقات به حل را مدل

ه آشنا شوند. ئلسمافتن حل ی یشما برا یوجو ر و جستکتف یآموزان با چگونگ د تا دانشیآموزان نشان ده دانش
د و یص دادیه چگونه هر اشتباه را تشخکد یید و بگوید، به بحث بگذاریا ه گرفتهمسئلحل  یه براکرا  یمیهر تصم

 ید و براینکلاس حل کد، در مقابل یا ردهکه تا به حال آن را حل نکرا  یا همسئلا ید. یردکآن را برطرف 
ن روش، پر ید، استفاده از ایل داشته باشکه مشمسئلحل  یه اگر براکد ینکد. توجه یش بگذاریآموزان به نما دانش

 مخاطره است! 

 آموزان باشد. در هر جلسه کلاسی، یک زمان کوتاه را به بحث و  حل مسئله باید بخشی از کار روزانه دانش
 به صورت گروهی، اختصاص دهید. ها  حل مسئله

 ها را هضم  آموزان مسئله تا دانش استطور کامل در این زمان حل شود، اما فرصتی  الزامی ندارد که مسئله به
 بپردازند.  ها آن های تازه و جدید به فکر کنند، فکرشان را رها کنند و دفعه بعد، با ایده ها آن کنند، درباره

 راحتی از ذهن دور کنند!  بهآن را ای مواجه کنید که نتوانند  را با پرسش یا مسئلهآموزان  در هر جلسه، دانش 



 

کنید، با دقت علت انتخاب مسئله را به بحث بگذارید.  ای را معرفی می وقتی که مسئله 
آموزان را به پرسش کردن دعوت کنید. دقت نمایید که فهمیدن  دانش مسئله را به همراه کلاس بخوانید و

  آمیز آن حیاتی است. مسئله، برای حل موفقیت

ای را به کلاس بدهید، روی آن کار کنید. در این صورت، احساس  مسئله ن کهآقبل از  
 بینی کنید. آموزان را پیش مشکلات احتمالی دانشکنید و قادر خواهید بود تا  بهتری نسبت به مسئله پیدا می

های هر  ها و مهارت بسته به آگاهی 
های مختلف حل یک مسئله،  شود. بحث راجع به راه آموز، رویکردهای مختلفی به حل مسئله اتخاذ می دانش

 ی معلم، روشنگر و آموزنده است. هم برای کلاس و هم برا

آموزان را تشویق کنید تا مراحل حل مسئله  دانش 
آموزان، تمام اقدامات خود را که منجر به موفقیت یا شکست شده  خود را مکتوب کنند. لازم است که دانش

ها، برای فرایندفکری خود را شرح دهند. آشنایی با این  فرایندبخواهید تا  آموزان است، ثبت کنند. از دانش
 های کلاسی، مفید هستند.  دهی فعالیت های تدریس و سازمان نگری در روش دوباره

تر و  های ساده آموزان را تشویق کنید که مسئله دانش 
له را پیدا کنند تا درباره مسئله مورد نظر، بصیرت بیشتری پیدا کنند. به طور مثال، بپرسید مرتبط با مسئ

بسیاری از اوقات، « های خیلی سخت خسته نکنید. ترین مسئله کدام است؟ اول خودتان را با مسئله ساده»
 دهند.  تر، کلید حل مسئله را به شما می های مرتبط و ساده مسئله

های دقیق و  دنبال عبارت آموزان بخواهید تا در صورت امکان مسئله را تعمیم دهند. اما به انشاز د 
حلی برای مسئله در ذهن دارند، اما توانایی  طور ضمنی راه آموزان به ، دانشرسمی نباشید. در بسیاری موارد

 ه در ذهن وجود دارند، ابراز کنند. کند تا آنچه ک های کوچک، فرصتی ایجاد می آن را ندارند. کار در گروهارائه 

آموزان فرصت دهید تا روی  ها را به طور کامل در کلاس به بحث بگذارید. به دانش مسئله 
 فکر کنند تا بالاخره، فکری برای حل مسئله به ذهنشان برسد. ها آن ها کار نموده و راجع به مسئله

طالب باشند. لازم است  ها آن آموزان بدهید که ات را تنها زمانی به دانشاطلاع 
 دهند، دلیل بیاورند. حل، برای هر کاری که انجام می فرایندآموزان، فکر کردن را یاد بگیرند و در تمام  دانش

برای حل این  چگونه مسئله حل شد؟ آیا راه دیگری 
های  شناسید هست؟ آیا این راه حل، مسئله مسئله وجود دارد؟ آیا این حل، شبیه به حل مسئله دیگری که می

 کند؟ وجو پیشنهاد می دیگری را برای بحث و جست

خودتان در  ن کهتوانید حل مسئله را آموزش دهید مگر آ شما نمی 
ها را حل کنید. چه رویکردهای دیگری برای حل آن مسئله  حل، مشارکت داشته باشید. خودتان مسئله دفراین

آموزان ممکن است در حل مسئله با چه مشکلاتی مواجه شوند؟ ارتباط این مسئله با سایر  ممکن است؟ دانش
  کند؟  دی را پیشنهاد میهای جدی اند، چیست؟ این مسئله، چه مسئله آموزان حل کرده هایی که دانش مسئله



 

 

های معلمان پیش از هر جلسه آموزشی است. در این موارد،  ترین دغدغه آمادگی برای کلاس درس، از مهم
های آموزشی، تهیه  ترین توصیه استفاده از تجربه تدریس دیگر معلمان همواره مفید بوده و هست. یکی از قدیمی

 است. امروزه طرح درس معنای قدیم خود را از دست داده است و تهیه یک شمای کلی از  
 شود. یکی از نیازهای اصلی برای یک برنامه درس موفق،  برای معلمان بیشتر توصیه می

 ت وسیع دارند، باید آموزان مشارک خواهید برای کلاسی آماده شوید که در آن دانش اگر میاست. 
را متناسب با موضوع ی ها آموزان، بایستی مسئله . برای مشارکت حداکثری دانشبگنجانیددرس خود در برنامه 

هایی بسیار دشوار است و حتی در  نین مسئله. پیدا کردن چانتخاب کنیدآموزان  درس، و توانایی عمومی دانش
کند. ممکن است، مجبور شوید  را ناممکن می چنین انتخابیآموزان  های دانش اناییبیشتر موارد، ناهماهنگی بین تو

نیز مسیر حل  ها آنآموزان فرصت دهند تا  آموزانی که سرعت عمل بیشتری دارند بخواهید به دیگر دانش از دانش
 آنان نیز سودمند باشد.  های در حاشیه بحث تهیه کنید تا کلاس برای سؤال ها آنمسئله را طی کنند. اما باید برای 

آموز و سر دیگر  که یک سر آن در دست دانش تشبیه کرد یمانند ریسمانتوان  میآموز را  رابطه بین معلم و دانش
آموزان  تلاش کند دانش ،در دست دارد ها که ریسماناز ای  دستهاست. در بیشتر موارد، معلم باید با معلم  آن دست

نگرانی وی از  ترین دل ی معلم است و ممکن است مهمکاری دشوار پیش رواین حال، . در دنبال خود بکشاند را به
آیند و آموزان به حرکت در دانشتواند شکل دیگری به برنامه کلاس بدهد تا  معلم میاما دست دادن زمان باشد! 

موزان با انگیزه هستند که آ تواند آغازگر باشد اما این دانش کند. در چنین حالتی معلم میدنبال آنان حرکت  معلم به
 برند.  را پیش می ، کلاسبا مشارکت وسیع خود در برنامه درس

آموزان کلاس خودتان  برای استفاده از تجربه تدریس دیگر معلمان، پیش از همه باید شناخت مناسبی از دانش
از به شکست است.  آموزان( محکوم های دانش داشته باشید. طرح درس در بستر خالی )بدون توجه به توانایی

آموزان رغبت کمی به مشارکت خواهند داشت.  سوی دیگر، اگر محتوای برنامه درس مناسب و غنی نباشد، دانش
تان کافی است به آنان نشان دهیم مالک یادگیری خود هستند و سهم  آموزان چنین، برای ایجاد انگیزه در دانش هم

آموزان تبدیل شود. جلب  ف، بلکه باید در عمل به باور دانشمهمی در کلاس درس دارند. این موضوع نه در حر



 

نظر برسد وقت کلاس محدود است و جبران  بر است. ممکن است به آموزان در این مسیر سخت و زمان نظر دانش
عنوان معلم، دغدغه زمان را کنار بگذارید و بین شما و  زمان از دست رفته دشوار و حتی ناممکن است. اما اگر به

آموزان )مدل سمت راست( به هدایت  تان اعتماد متقابل ایجاد شود، وظیفه شما از کشاندن تمام دانش آموزان شدان
 شود.  )مدل سمت چپ( تبدیل می ها آن

 

آموزان  کند. معلم انتظار دارد دانش آموزان، کار معلم را دشوار می ها بین دانش در مدل سمت راست، وجود تفاوت
پذیر هستند.                                آموزان کمتر مستقل و بیشتر ف عل دانشآن، هایشان محدود باشد، در نتیجه  خواستهزودتر قانع شوند و 

شود که معلم امکان این را  های آنان موجب می آموزان و تفاوت های متنوع دانش اما در مدل سمت چپ، خواسته
تر  مستقلآموزان  دانشرود  حالت، انتظار میاین تر و پرمعناتر به بحث دامن بزند. در  بیابد تا با استفاده از آن، عمیق

 . دندانش خود را تولید کن اند خودشندوست دارو  دنخواه میی دلیل بیشتر آموزان ، دانشدونش و خود باورتر

عنوان یکی از مصالح در برنامه درس(  )به شود که معلمان در حین  در این فصل، به مواردی اشاره می
بیان شده و در آن، هایی از کلاس درس  تجربهبدون در نظر گرفتن پایه تحصیلی، رو شوند.  روبه ها آنبا توانند  می

ده، پیوستگی مطالب شکه تنوع موضوع حفظ  ی، حالهتلاش شد بررسی شده است. ی آنها حاشیهبرخی مسئله و 
آن را حل کنید و اطلاعات  ، ابتدا برای خودتانکنید انتخاب میای را برای کلاس  چه مسئله از دست نرود. چنان

آموزان پیش رو داشته باشند را پیدا کنید و  هایی که ممکن است دانش و چالشخودتان را پیرامون آن تکمیل کنید، 
ن را به کلاس درس ببرید. در هر حال، انتظار آموزان مناسب تشخیص دادید، آ در صورتی که آن را برای دانش

های بعد از آن  تجربیات خودتان را به دقت ثبت کنید تا در سال رو شوید! شده روبهبینی ن داشته باشید با موارد پیش
آخر هفته!(  تا )حتینه چندان دور را در آینده  آن استفاده کنید. توجه کنید که ممکن است بسیاری از جزییات

 فراموش کنید. 

پیش از ادامه  ویژه به است. آمده فصل اولبخش چهارم از که در توجه کنید به 
آموزان  تواند برای دانش را بخوانید. دقت کنید که حل مسئله می  این فصل،

که یک  حل مسئله بیش از آنکه  شود هدایتای  گونه بهکلاس درس را تلاش کنید هم تفریح و هم چالش باشد. 
رسیدن به یک راه آموزان، چالش  بخش! در بیشتر موارد، برای دانش چالشی لذتاما  ،باشدتفریح باشد، یک چالش 

  کند. تر می آمیز، تلاش شما را با ارزش حل موفقیت

 

 

 

 

 



 

 اید؟  آیا تاکنون سؤالی مشابه سؤال زیر در مجموعه سؤالات امتحانی دیده

های نادرست چگونه بود؟ اجازه  آموزان پاسخ درست دادند؟ پاسخ پاسخ مورد نظر شما چه بود؟ چند نفر از دانش
را تعیین کنیم؟ اگر پاسخ شما  ای دنبالهچنین  ضابطهتوانیم  ای دیگر به این سؤال نگاه کنیم. آیا می دهید از زاویه

 توان یکتایی جواب تضمین کرد.  ه خرج دهید، زیرا در این شرایط، نمیمثبت است، باید احتیاط بیشتری ب

 2های متوالی  های این دنباله از توان رسد که جمله با چهار جمله نخست دنباله، این حدس به ذهن می  
 تواند چنین باشد:  امه دنباله میتشکیل شده است. بنابراین اد

   ..., n2 ,  ..., 821 , 14 , 92 , 81 , 8 , 4 , 2 , 1 
 توجه کنید که جملات دنباله از جمله صفر شروع شده است.  

 

آموزان خودشان هر فرض دیگری را برای یافتن جواب به مسئله اضافه کنند. برای مثال  ممکن است دانش  
 ای است. دو نمونه در اینجا آمده است: توان فرض کرد ضابطه عمومی این دنباله یک چندجمله می

  ...,  

 
           ,  ..., 88 , 11 , 28 , 11 , 8 , 4 , 2 , 1 

  ...,  

  
                      ,  ..., 88 , 15 , 11 , 11 , 8 , 4 , 2 , 1 

 

را حساب هایی  دست آمده باشد. برای نمونه، حداکثر تعداد ناحیه تواند از یک مدل هندسی به این دنباله می  
ای نباشد(  )یعنی هیچ دایره    شود. واضح است که اگر  دایره در صفحه ایجاد می  کنید که از تلاقی 

 ها چنین است:  تعداد ناحیه    تنها یک ناحیه )تمام صفحه( وجود دارد. به ازای 
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را حداکثر در دو های قبلی  دایرهیک از دایره چهارم هر 
زای هر دو نقطه متوالی، کمان دایره به ا وکند  نقطه قطع می

 جدا( یک ناحیه جدید رو در شکل روبه چهارم )دایره قرمز
 آید:   دست می ناحیه جدید به 2×  9=  1بنابراین  کند. می
ناحیه جدید ایجاد  1دایره پنجم، با ترسیم طور مشابه  به
 ناحیه، و... 82ناحیه، دایره هفتم  84د و دایره ششم شو یم

 است:ن ادامه دنباله چنین بنابرای

 ...,    ,  ..., 44 , 92 , 22 , 84 , 8 , 4 , 2 , 1 

 آید.  می دست  به           از رابطه بازگشتی      ه عمومی، جمل     ازای، به      اگر 
 

 آید:  دست می ر شود، جمله عمومی بهصورت تناوبی تکرا چه فرض کنیم، بعد از جمله چهارم، دنباله به چنان  

  8 , 2 , 4 , 1 , 8 , 2 , 4 , 1 ,...  ,    ,...   است( 4به پیمانه  nمانده  باقی kو       )

های گوناگونی منجر شد. حتی ممکن است در یک کلاس درس، این  چهار نگرش مختلف به این مسئله، به پاسخ
توان ادعا کرد که کدام پاسخ صحیح است.  دارای پاسخ باشد! واضح است که نمی آموزان سؤال به تعداد دانش

 چه پاسخ خاصی )برای نمونه، پاسخ الف( مورد نظر است باید طرح سؤال با دقت بیشتری انجام شود:  بنابراین چنان

، دنباله هندسی در مقابل دنباله حسابی آمده است و به معنای یک دنباله با عبارتی نمایی )توانی( در عبارت بالا
شود نیز دنباله  است( معرفی می  هایی که هر جمله آن با یک شکل )که وابسته به  در برخی موارد، دنبالهاست. 

ممکن است  ای دنباله چنینبرای است. اما ام  ها هدف، یافتن شکل جمله  شود. در این دنباله هندسی نامیده می
 دست بدهد.  تواند پاسخی متفاوت برای مسئله به هر یک از این تعبیرها می تعبیرهای مختلفی بیان شود.

تعارض  های ریاضی در مبنی بر وجود جواب منحصربفرد برای سؤال ،آموزان باور عمومی دانشین موضوع با ا
برای تغییر این باور تلاش کند. )چه عددی و چه شکلی( ها  های دنباله ع در پاسخوجود تنواز تواند  میاست. معلم 

های  یی با یک مسئله ریاضی، برای یافتن راه کند تا در رویارو آموزان کمک می تغییر این باور عمومی، به دانش
معلمان با چنین  هم رسد، نکنند. شان می ای که به ذهن مختلف کنجکاو باشند و خود را محدود به اولین نقشه

های  دنبالهآموزان کمک کنند.  های استدلالی دانش توانند به ارتقای توانایی استفاده از این موقعیت، می
عنوان یک دنباله شکلی  ها( و هم به کبریت عنوان یک دنباله عددی )تعداد چوب توان هم به کبریتی را می چوب

 ها اختصاص دارد.  نظر گرفت. مثال بعدی به یکی از این دنبالهها( در  کبریت )ساختار هندسی قرار گرفتن چوب
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کبریتی( آمده بود که  مشابه )چوبهای  تمرین ادامهدر ر برگرفته از تجربه کلاس درس است. این تمرین زیتمرین 
متنوع و البته مرتبط از نظر  های آموزان با آگاهی از این که ارائه پاسخ . دانششد دادهآموزان  به دانش کلاسدر 

آمده  در ادامه آن آموزان های دانش سه نمونه از پاسخهای مختلف هستند.  قبول است، در صدد ارائه ایده معلم قابل
آموزان است که با نظارت  نتیجه بدیهی تعامل بین دانش ،ها در یک کلاس درس است. مطرح شدن این پاسخ

های مختلف به  ررسی بر روی راهبحث و ب رود، انتظار می ر ممکن خواهد بود.ت معلم و تشویق آنان به بحث دقیق
نظر  صرفدر اینجا با کن خبره بسازد.  حل آموزان کمک کند و از آنان یک مسئله افزایش توانایی استدلالی دانش

  .بسنده شدها شد، تنها به بررسی این سه پاسخ  که منجر به یافتن این پاسخای   کردن از گفتگوهای حاشیه

 ام را بیابید.  های جمله  کبریت کبریتی زیر سه جمله اول داده شده است. تعداد چوب در دنباله چوب 

 

تر مثلث سرپنسکی را دیده  آموزانی که پیش بیشتر دانش 
ها آشنا بودند، با الهام از روش  بودند و با چگونگی تولید فرکتال

های بعدی را ترسیم کردند  و جمله ساخت فرکتال، گام چهارم
مشابه با گام، سه مثلث بدین ترتیب، در هر  . رو( به )شکل رو

و شکل جدید داده گام قبل کنار هم قرار  شکل مثلث در
های لازم  کبریت معرفی کردند. بنابراین تعداد چوبرا 

در هر گام، 
کار رفته،  کبریت به چوب   ،در گام نخستاست. 

   یعنی      ، تعدادو در گام دوم
کبریت لازم است و در گام سوم  چوب

کبریت استفاده  چوب   یعنی      
ام تعداد  شود. در نهایت، در گام  می
کبریت نیاز داریم.  چوب   

   



 

 

 

وارونه در وسط شکل استوار است، با این تفسیر دیگری که برای این دنباله ارائه شد نیز بر یک مثلث 
کبریت است. این مثلث در گام نخست به طول ضلع صفر  تفاوت که مثلث دوم در گام دوم به طول ضلع یک چوب

 است )و در عمل وجود ندارد(. در گام سوم به طول ضلع دو است که در شکل زیر نشان داده شده است: 

 
ثلث وارونه وسط برابر با سه است. پس طول بنابراین، در گام چهارم طول ضلع م

ضلع مثلث اصلی شش خواهد بود، زیرا در سه گوشه آن سه مثلث به ضلع سه 
رو(.  اند )شکل روبه بندی شده ها بخش کبریت قرار دارد و هر مثلث با چوب
ها را در این سه مثلث بشماریم.  کبریت اکنون کافی است تعداد چوب

ها را در این  کبریت ها، تعداد چوب مرینپیش از این، در یکی از ت
رسید در تعمیم  نظر می ساختار مثلثی )مشابه یکی شمرده بودند و به

همان تمرین بود که آنان را به سمت این الگو سوق داده و 
چنین تفسیری برای جمله چهارم، و در حالت کلی برای 

 ام ارائه کردند.  جمله گام 
 

 الگویی، ی موازی در این ساختار مثلثیها کبریت آمیزی چوب با رنگ
 راست(: سمت د )شکلیآ میدست  ها به کبریت برای شمارش چوب

ام سه برابر   ها در گام  کبریت چوببنابراین، تعداد .          
              این تعداد خواهد شد: یعنی در این گام 

 کبریت لازم است.  چوب

آموزان  وزان به طرفداری از یکی از این دو پاسخ و ردّ دیگری بحث کردند. دانشآم با ارائه این دو پاسخ، دانش
نگاهی به معلم خود داشتند تا به بحث خود قوت بدهند تلاش معلم بر آن بود  برای تأیید یا ردّ موارد مختلف، نیم

آموزی  م مطرح شد. دانشها را معیار قرار دهد. هنوز بحث خیلی بالا نگرفته بود که پاسخ سو که درستی استدلال
که پاسخ سوم را ارائه کرد، پیش از این در کلاس ریاضی فعال نبود و مشارکت وی و ادعای ارائه پاسخی برای 

آموزان کلاس را برانگیخت. توضیحات شفاهی وی حاکی از نگاهی کاملاً متفاوت به  این مسئله، کنجکاوی دانش
 وزان وی را تشویق کنند تا پاسخ خود را روی تخته کامل کند. آم مسئله بود و همین امر باعث شد که دانش

 



 

 

های وی قرار گرفت. پیش از معرفی  کلاسی آموز به این مسئله مورد توجه بیشتر هم نگاه جالب این دانش
 بندی کرد: را مطابق شکل زیر دسته 9و  2های  های گام مثلث گام چهارم، وی

 

مثلث  2، و 8، 4م شامل سه دسته متشکل از و چنین تفسیر کرد که گام دو
مثلث است. وقتی با این  4، و 9، 2است. شکل مرحله بعد )گام سوم( شامل 

نظر  رو شد که جمله اول چه شد؟ پاسخ داد: از آن صرف پرسش روبه
شود و در  کنیم! وی این شکل را به دهانی تشبیه کرد که باز می می

 ها آنود. وی در تشبیه خود، ش هایش آشکار می سه ضلع آن دندان
را به دهانی دارای سه لب معرفی کرد و گفت در گام اول دهان 

های بسیاری در  فرضی بسته است! )تشبیه وی باعث شوخی
های بعدی موجب  کلاس شد اما جدیت وی در محاسبه

شد کلاس روال عادی خود را از دست ندهد.( وی گام 
 کرد:  مثلث معرفی 1، و 5، 4چهارم را شامل 

مثلث است و چون هر    و  ،     ،    ترتیب شامل  ام این سه دسته به     در نتیجه، در گام 
 لازم است. کبریت  چوب        کبریت ساخته شده است، بنابراین، در این گام  مثلث از سه چوب

 آموزان  یکی از دانشدر این میان، 
 کرد پیشنهاد دیگری را بندی  دسته

 بندی  رو(: در این دسته وبه)شکل ر
 ها در سه دسته برابر  در هر گام تعداد مثلث

 ام این تعداد برابر با      است. در گام 
 و نتیجه نهایی همان است: است      

 هایی  ایده چند نفروی، بعد از  است. لازم کبریت چوب        تعداد 
سه پاسخ را پذیرفتند. اما  تنها همین ی طولانی،د از بحثآموزان بع مطرح کردند. دانشمشابه  های برای پاسخ

بالاخره  رو شد:  آموزان کلاس با یک پرسش جدی روبه دانش

 

 

 



 

ل اثبات دنبا شویم، به رو می روبهو مانند آن « درستی ... را بررسی کنید»یا « ...نشان دهید »که با عبارت  زمانی
ذیل نامه دهخدا  نماید، ساده نیست. در لغت چیست؟ پاسخ به این پرسش، چندان که می مطلبی هستیم. اما 

چنین است: قرار دادن ـ درست کردن ـ نوشتن ـ پابرجا  ها آنمدخل اثبات معانی بسیاری نوشته شده که برخی از 
 proofفرهنگ آکسفورد نیز در مقابل «. چیزی دیگرحکم کردن است به ثبوت »کردن؛ و در حیطه فلسفه آمده 

 «. راهی برای نشان دادن درستی یک عبارت یا صحیح بودن محاسبه در ریاضیات»است:  آمدهدر ریاضیات چنین 

 ی اشاره دارد که کمابیش با آن آشنا هستیم. خواننده اثبات باید ببیند که فرایندهای بالا به  هر یک از تعریف
بر  فراینداین . شود و مسیر آن  این اثبات شروع می خاص درست است و نیز ببیند که یک عبارت 

دهد. تاریخ  ، درستی حکم مورد نظر را به دیگری نشان میمورد توافق و در روندی  پایه 
های بکری  ایده ها آند و در بسیار بدیع هستن ها آنهای گوناگون غنا یافته است که برخی از  ریاضیات از اثبات

هایی بنا شده بودند که چندان  فرض شود و برخی نیز با وجود درستی حکم مورد نظر، بر پایه پیش دیده می
زودی آشکار شد. بنابراین درستی  های ارائه شده، به های محکم و پابرجایی نداشتند و نادرستی اثبات پایه
صورت مرحله به مرحله و  کند. بدین ترتیب، ریاضیات به بیشتری پیدا میهای اثبات، اهمیت  ها و دانسته فرض پیش

ها و  فرض از پیش یابد و هر چه در  شده توسعه می های اثبات شده یا پذیرفته ها و قضیه بر پایه گزار
ت مقدماتی ممکن رو خواهیم داشت. با این همه، یک اثبا تر پیش های کمتری استفاده شود، اثباتی مقدماتی دانسته

 کند:  تر می این مطلب را روشن بعدای بکر به چشم بخورد. مثال  است چندان ساده و سرراست نباشد و در آن ایده

 توان گنگ عددی گنگ وجود دارد که گویا است.  
 . مورد توافق(« دانسته»عنوان یک  )به گنگ است  √دانیم  می

 √  عدد 
√ 

 کنیم.  سی میبرررا  
 گنگ است.   عدد گویا است؛ ب(   الف( عدد  دو حالت ممکن است:

 شود.  باشد )حالت الف(، حکم ثابت میگویا   اگر 

 گویا است، زیرا   √   گنگ باشد )حالت ب( در این صورت، عدد   فرض کنید 

   √      √  √  √   √      
 شود. توان گنگی از عددی گنگ است، و حکم ثابت می  ( عدد گویای  √)و گنگ بودن   گ بودن با فرض گن

که جواب چیست و چگونه  در اثبات کوتاه و زیبای بالا، وجود چنین عددی نشان داده شده است، اما درباره این
نامیم. تنها وجود جواب را  می هایی از این دست را  آید، چیزی بیان نشده است. اثبات دست می به

 کند. اما اگر در مسیر اثبات، روش یافتن جواب یا الگوریتمی برای تولید آن ارائه شود، با  ثابت می
صورت،  در غیر اینای برای اثبات به ذهن برسد.  م این است که در هر دو نوع اثبات، باید ایدههشویم. م رو می روبه

شود.  میسر می شود. کشف چنین مسیری نیز با کسب تجربه  نمی ل مسئله مسیر اثبات و ح



 

ای را  های دیگر چنین تجربه باشد که در رویارویی با مسئله کن  حل تواند از آن یک مسئله این تجربه می
، به حدسی مناسب در مسیر های گوناگون تواند با بررسی حالت نیز می آموز  کسب کرده است. اما یک دانش

 حل مسئله و اثبات آن دست پیدا کند. 

تواند برای  ها انجام داده استمی های متعددی که روی انواع مسئله کن خبره، در اثر تجربه و بررسی حل یک مسئله
تواند با  می آیدنیز ها به دست نمی حل ای جدید، رهیافتی متناسب با آن بیابد. این تجربه، تنها با دیدن راه مسئله

 های گوناگون، به حدسی مناسب در مسیر حل مسئله و اثبات آن دست پیدا کند.  بررسی حالت

تواند برای  می ها انجام داده است های متعددی که روی انواع مسئله کن خبره، در اثر تجربه و بررسی حل یک مسئله
آید؛ بلکه در مسیر  ها به دست نمی حل با دیدن راه ای جدید، رهیافتی متناسب با آن بیابد. این تجربه، تنها مسئله

شود. اهمیت حدس زدن زمانی  های مکرر و مانند آن کسب می تلاش فردی، حدس زدن، آزمون و خطا، بررسی
 شود که مسئله یک پرسش باشد و نه یک حکم بیان شده! به مثال زیر توجه کنید:  آشکارتر می

 آید؟  دست می نقطه روی محیط دایره، حداکثر چند ناحیه در دایره به  ین از ترسیم تمام وترهای ممکن ب 

پیش از هر پاسخی به مسئله و اقدام برای اثبات آن، ضروری است که حدسی متناسب با مسئله بزنیم. برای این 
هیچ وتری را     تواند کارآمد باشد: به ازای  عنوان رهیافتی عملی می به« تر های ساده بررسی حالت»منظور، 

تنها     تواند ترسیم کرد و تنها یک ناحیه )داخل دایره( خواهیم داشت. با اضافه شدن یک نقطه دیگر،  نمی
شود. در حالتی که سه نقطه روی دایره انتخاب  توان ترسیم کرد و داخل دایره به دو ناحیه تقسیم می یک وتر می

 شود.  هشت ناحیه در دایره ایجاد می    و به ازای آید  دست می سه وتر و چهار ناحیه به    شود، 

 

 زیر تنظیم کرد:  صورت هبتوان جدولی  دست آمده، می دهی اطلاعات به با سازمان

متصور است.  برای ادامه این دنباله عددیهای متعددی  ضابطه
      ها ، تعداد ناحیهنقطه  ای هر به اززد،  توان  یم

    ازای   این حدس به دهد مینشان بررسی بیشتر . است
 است(:          ها برابر با  )تعداد ناحیه درست استنیز 
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دست آمده نیز  های به عنوان اثبات )یا پاسخ نهایی( پذیرفت و بررسی عددی نتیجه توان به این مشاهده را نمیاما 
گونه که خواهید دید( ممکن است نادرست باشد. تجربه نشان داده است که بین  حدس نیست و )همان تأیید
ها( و پرداختن به  کار، کنار گذاشتن موضوع اصلی مسئله )تعداد ناحیه با افزایش تعداد نقطه های تازه کن حل مسئله

دو شکل     شود که به ازای  اهده میرایج است. اما در ادامه این دنباله مش 81، 1، 4، 2، 8دنباله عددی 
 متفاوت پیش رو خواهیم داشت: 

 
اند( در حالی که  اند )همرس در شکل سمت چپ، سه وتر )قطرهای دایره( یکدیگر را در یک نقطه قطع کرده

دست  وترهای متناظر در شکل سمت راست همرس نیستند و بدین ترتیب یک ناحیه بیشتر )ناحیه قرمزرنگ( به
تر حالت  نادرست است. بررسی دقیق     دست آورد. بنابراین، حدس  ناحیه به 92توان  د. با این حال، نمیآی می

رسد که  تواند به اصلاح حدس اولیه منجر شود: به نظر می می    
فرض )بدون اثبات( مشکل چندانی در مسیر  پذیرفتن این پیش 

دست بیاید )که چنین است( اثبات  فرض، پاسخ مسئله به کند و در صورتی که با این پیش کشف حکم ایجاد نمی
اکنون برای شمارش کند(.  کن خبره آن را از نظر دور نمی حل فرض اهمیت خواهد داشت )که یک مسئله این پیش

 آوریم:  دست می به    را از     فرض، حالت  دایره، بر اساس این پیش های ممکن در بیشترین ناحیه

ناحیه تقسیم شد. نقطه ششم را روی  81دایره به     به ازای 
های تقاطع  یک از نقطه کنیم که هیچ محیط دایره طوری انتخاب می

وترهای قبلی در امتداد این نقطه و پنج نقطه دیگر واقع نباشند. با 
هیچ سه وتری در دایره همرس نخواهند شد. با وصل  این روش،

آید و با  دست می جدید به ناحیهیک ، 8 کردن رأس ششم به رأس
شود.  ، چهار ناحیه دیگر ایجاد می2 کردن این رأس به رأسوصل 

 5 و ،4، 9 های از وصل کردن رأس ششم به رأس ،همین ترتیب به
 د. پس: شو ناحیه جدید اضافه می 8 و ،4، 5ترتیب  به

 
 شود:  مسئله و اثبات آن نتیجه می بینی کرده بودیم. در حالت کلی، پاسخ پیش    همان مقداری که به ازای 
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اب یک نقطه جدید روی محیط دایره و ترسیم وترهای میان شود با انتخ با بررسی بیشتر، مشاهده می
برای نمونه، به اضافه  کند. دو تقاطع، یک ناحیه جدید جدا میخط متناظر بین  های قبلی، هر پاره این نقطه با نقطه

ناحیه     نقطه باشد،    اگر روی یک وتربنابراین های ایجاد شده جدید نگاه کنید.  شدن نقطه ششم و ناحیه
 آید:  دست می صورت بازگشتی به ها به حداکثر تعداد ناحیهپس شود.  جدید ایجاد می

 
است. شدهدادهفرض کنید

کافی است  .است    برابر با  دانیم  می
حساب  

که  کنیم انتخاب میطوری ام   نقطه. شود
تعداد ، توان دید سادگی می به. 

کنند، برابر با حاصلضرب  قطع می را   وتر که  وترهایی
های طرف  در تعداد نقطه   طرف وتر  های یک تعداد نقطه

است.              دیگر این وتر است که برابر با 
های تقاطع  تعداد نقطه    تا  2 بین در فاصله  با تغییر 

 شود:  این وترها در مجموع محاسبه می

 
 شود.  امل میو پاسخ مسئله ک

بالا، برخی جزییات حذف شده است. برای یک راه حل کامل باید به این جزییات توجه شود. برای نمونه،  فراینددر 
فرض  نباید فراموش کنیم که اثبات پیش

تواند به  های جدید می چگونگی شمارش ناحیهتر  وشکافانهچنین بررسی م همضروری است.  
دست  دست آورند. از سویی، تلاش برای به آموزان کمک کند تا تجربه بیشتری برای تحلیل یک مسئله به دانش

 آموزان بیانجامد.  های محاسباتی دانش تواند به افزایش توانایی آوردن رابطه صریح )در مقابل رابطه بازگشتی( می

و  ا بررسی ب پاسخ و سپس ارائه  دنبال آن  زدن و به ، فراینداین طی 
با چند مثال اول      که حدس اولیه مبنی بر پاسخ سرراست  پذیر شد. با وجود آن امکان 

زمان  نادرستی این حدس را نشان داد و هم های بیشتر برای آن، تر و بررسی حالت سازگار بود، لیکن بررسی عمیق
تواند به  جانبه آن در کلاس درسی می هایی و بررسی همه حدس جدیدی مطرح شد. مطرح کردن چنین مثال

 آموزان در حدس زدن منجر شود.  کسب مهارت دانش
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توسعه اعداد با  مسیر ؛ ت: مسیر توسعه اعداد بر توسعه اعداد از سه مسیر متفاوت قابل بررسی اس

گنجانده شده است. بررسی سیر  (ی )درساستفاده از اصول موضوعه ریاضی؛ و مسیری که در برنامه 

ه با استفاده از اصول کای موارد بر خلاف مسیری است  های خاص خود را دارد و پاره تاریخی توسعه اعداد جذابیت
تواند مورد توجه بیشتری قرار گیرد،  شود. چیزی که می صورت منطقی در ریاضیات به آن توجه می وضوعه و بهم

 تواند در این میان ایجاد شود.  های متعددی می اما چالشمسیری است که در برنامه درسی آمده است. 

آموزان )و حتی دانشجویان(  اور دانشای نگارنده، شامل مشاهداتی بود که موجب شد تا به بررسی ب در تجربه حرفه
 مند شوم و تحقیق بیشتری داشته باشم. بر پایه این تحقیق، پرسشی زیر به شاگردان داده شد:  درباره اعداد علاقه

دانند، و  ابر با صفر میکند: گروهی که پاسخ را بر پاسخ به این پرسش، مخاطبان آن را به دو گروه تقسیم می
تر مسیر  دانند. اما باورهای آنان در هر گروه یکسان نیست! برای بررسی موشکافانه می 8گروهی که پاسخ را 

کنیم. مسیری که با  دنبال میزیر در چند گام آموزان را با اعداد در مسیر آموزشی آنان به اختصار  آشنایی دانش
  انجامد. از اعداد میهمه فراز و فرودها با شناخت آنان 

 شود. کش( آغاز می روی یک خط )خط آموزان با محور اعداد در دبستان و با معرفی اعداد طبیعی آشنایی دانش 
آموزان با استفاده از محور  . در این دوره، دانش نیز های بعد در سال

کنند. برای نمونه، نمایش مقدار  و اعشاری اعداد گویا را تجربه می اعداد تا حدی ارتباط بین نماش کسری

 به شکل  

 
در  عنوان یک  شود و تصور کسر به با تقسیم طول واحد روی محور نشنان داده می    و  

از ابتدا، تناظری بین آموزان  بدین ترتیب، دانشنمایاند.  آموزان بدیهی می نمایش کسری اعداد گویا را برای دانش
کنند. در نتیجه با شناسایی و معرفی اعداد بیشتری روی محور، این توجیه  های روی محور برقرار می اعداد و نقطه
آموزان تا حدودی بدیهی است که به ازای هر عدد، جایی روی محور برای آن پیدا شود، و برعکس، هر  برای دانش

 ت. نقطه روی محور متناظر با یک عدد اس

و بیشتر  ، آموزان با اعداد ر مسیر آشنایی دانشد 

 ها است. برای نمونه، اعداد  گونه نمایش ها برای نشان دادن یکسانی مقدار این تمرین

 
  ،  

 
  ،  

 
  ، یا  

  
و مانند  

چه صورت مخرج یک کسر در  یابند: چنان آموزان درمی است. دانش 5عدد  های گوناگون برای نمایش آن، شکل
آید. در نهایت، نمایش کسری اعداد  عددی ضرب شود، شکل دیگری برای نمایش کسری آن عدد به دست می

 صورت  شود: عددی به گویا چنین معرفی می

 
. عددی طبیعی باشد  عددی صحیح، و   شود، اگر  گویا نامیده می 

 توان با این قرارداد معرفی کرد:  های دیگر نمایش کسر را می وجود علامت در شکل

 
 

 
 

  

 
 

 

  
 



 

علاوه، در  تر را شناسایی کنیم. به و عدد بزرگ های مختلف  به روش 
تعیین عدد بعدی در کنیم. اما  را  یم عدد توان مجموعه اعداد صحیح، به ازای هر عدد داده شده، می

وجود دارد. بر خلاف بسیاری از جزییاتی  اعداد گویا ممکن نیست زیرا بین هر دو عدد گویا، یک مجموعه 
صورت  که در مسیر آموزش مورد تأکید قرار گرفته است، وجود عددی گویا بین هر دو عدد گویای دلخواه، به

عنوان یک  شود. با این همه، از این ویژگی به شود و تنها در چند گزاره کوتاه به آن اشاره می ان میپراکنده بی
 شود.  فرض بدیهی از دوره متوسطه به بعد استفاده می پیش

دو عدد . فرض کنید های مختلفی  به روش 
  

  

  
 

  

  
 های دیگری نیز وجود دارد(.  سه روش معرفی شده و واضح است که روش)داده شده است    

: میانگین هر دو عدد داده شده )از جمله اعداد گویا( بین آن دو عدد قرار دارد. برای اثبات، کافی 
 توجه کنید: زیراست به عبارت 

  
   

 
 

   

 
 

   

 
   

  : فرض کنید 

  
 

  

  
از این رابطه، روش دیگری برای پیدا کردن  استفادهبا            نتیجهدر  

 کنیم:  یک عدد گویا بین دو عدد گویا داده شده معرفی می
  

  

 
         

         
 

         

         
 

         

         
 

         

         
 

     

     

 

 طور مشابه داریم:  و به
     

     

 
         

         

 
         

         

 
         

         

 
         

         

 
  

  

 

 : نتیجهدر 
  

  

 
     

     

 
  

  

 

 بیابیم و کسر    و    بین   توانیم عددی صحیح مانند  آنگاه می      اگر : 

  
بین این دو عدد  

توان با ضرب صورت و مخرج کسرها و  دو عدد متوالی باشند، می   و    است. در صورتی که 
توان با  مخرج کسرها برابر نباشند نیز میرا پیدا کرد. اگر   های دیگری از این کسرها، عدد  نمایش

 مخرج کردن دو کسر از این روش استفاده کرد.  هم

 های نمایش عدد گویا  یکی دیگر از شکل 

 
عدد گویا از تقسیم هر آن است. نمایش اعشاری   

ا صفر شود، نمایش اعشاری آن مانده تقسیم برابر ب آید. اگر در هر مرحله، باقی دست می به صورت بر مخرج آن
مانده صفر نشود، و از آنجا که به  ای باقی مانده در هیچ مرحله چه باقی ( است. اما چنان)یا  عدد گویا 
های اعشاری  مانده ناصفر متمایز داریم. بنابراین حداکثر به این تعداد رقم باقی    )مخرج کسر(   ازای هر 
های تکراری  شود. یک مجموعه از این رقم مانده تقسیم، تکرار می و از جایی به بعد، باقی آید دست می مختلف به

 کنیم.  ها، این دوره گردش را مشخص می شود که با گذاشتن یک خط بالای این رقم نامیده می 



 

 برای مثال، بسط اعشاری عددهای 

 
 چنین است:                   به ازای  

 

 
      

 

 
              ̅  

 

 
            ̅  

 

 
                               ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 

 
       

 

 
        

 

 
      

 

 
             ̅  

 باشد: 84توانی از  ها آنجمع کسرهایی است که مخرج  توانیم فرض کنیم هر عدد گویا به صورت حاصل می

 

 
 

 

  
 

 

 
 

 

  
 

 

    
 

    
 

       

 

 
 

 

  
 

 

   
 

 

 
 

 

  
 

 

    
 

    
 

       

 

 
 

 

  
 

 

 
 

 

  
 

 

    
 

    
 

    
 

    
 

       

 

 
 

 

  
 

 

   
 

 

    
 

 

 
 

 

  
 

 

    
 

    
 

       

ها )مجموع جزیی سری( تقریبی از عدد گویا  های این عبارت مجموع هر تعداد متناهی از جملهدر حالت نامتناهی، 
دست آورد. اما همین  توان چنین تقریبی را به چنین، برای هر عدد گویا با دوره گردش نیز می مورد نظر است. هم

 ̅   تقریبی از عدد        ا باشد. برای مثال، عدد ه تواند مبدأ یکی از بدفهمی ای موارد می رویکرد در پاره

 تقریبی        تقریبی برای عدد        است. در نتیجه، عدد 

 
دهد  نیز هست. اما تجربه تدریس، نشان می 

 تقریب عنوان  را به ̅   آموزان با تعمیم این تقریب، عدد  در برخی موارد، دانش

 
 دانند!  می 

جای بررسی حالت کلی، یک حالت  بهچیست؟   
دهیم. فرض کنید در نمایش اعشاری عدد مورد نظر، تنها یک رقم تکرار شود، یعنی  خاص را مورد توجه قرار می

 . در نمایش کسرهای اعشاری این عدد داریم:  ̅     باشد، مانند  8طول دوره گردش 

      ̅  
 

  
 

 

   
 

 

   
   

 

   
   

        
 

  
 

 

   
 

 

   
   

 

   
   

   
 

  
 

 

   
 

 

   
   

 

   
        ̅     ̅ 

    ن نشان داد اگر عدد گویا را در توا جا شده است. با تعمیم این ویژگی، می یعنی علامت اعشاری یک رقم جابه
 شود. جا می مکان جابه nضرب کنیم، در نمایش اعشاری آن، علامت اعشاری به تعداد 



 

برای پاسخ به این پرسش، از ؟ چگونه  
 کنیم:  های زیر بررسی می کنیم و آن را در حثال ویژگی بند قبل استفاده می
 ̅         را بیابید.  ̅     نمایش کسری عدد 

               ̅ 
                

 

 
  

 ̅              را بیابید.  ̅       نمایش کسری عدد 
                  ̅ 
                    

   

   
  

جالب خواهد بود اگر نشان دهیم انتخاب دوره گردش، برای یک عدد منحصر بفرد نیست. برای آموزان  برای دانش
 نمایش داد:  ̅̅̅̅        و  ̅̅̅̅      توان به دو صورت  را می                مثال عدد گویا 

            ̅̅̅̅              ̅̅̅̅ 
                 ̅̅̅̅                 ̅̅̅̅ 

                       
      که در هر دو حالت: 

  

  
 

̅     رقمی باشد، با کشف این نکته که  عددی یک   فرض کنید   
 

 
توانند نتایج  آموزان می ، دانش

ایش . رابطه بین نم    رقمی باشند و  عددهایی یک  ، و  ،  دست آورند. فرض کنید  جالب دیگری نیز به
 کنیم: را بررسی می ̅     و  ̅     کسری دو عدد گویا 

          ̅         ̅ 
              ̅             ̅ 

                
  

 
                   

 

 
  

̅     برای مثال،     
 

 
 

 

 
مایش کسری عددهای گویا رابطه مشابه بین ن      . اگر ̅    

     وجود دارد:  ̅     ، و  ̅     ،  ̅     
 

 
 

 

 
 

   

 
 

 

 
   

توانیم با  جمع این عددها تک رقمی نباشد، این نتایج کارآمد نیستند. می ضرب یا حاصل توجه کنید که اگر حاصل
 ̅         ̅     فرض کنید ها به بحث اصلی برگردیم:  استفاده از این ویژگی

               ̅ 
                  

[̅   ] مقدار عددی عبارت دیگر:  به توان  ازای نمایش کسری هر عدد گویا، می  این آغاز بحث است: به. اما    

 توان کسر مانند  دست آورد، اما نمی را به آنبا تقسیم صورت بر مخرج، نمایش اعشاری 

 
یافت که با عمل تقسیم،  

های مختلف آموزشی، شاهد آن باشیم که  دست بیاید! این موضوع باعث شده تا در دوره به ̅   نمایش اعشاری 
 ! نداشته باشند، این برابری را باور ̅   با  8های متعدد برای برابری  اثبات دیدنآموزان و دانشجویان با وجود  دانش

 دانیم  می

 
  توان مضارب این کسر را محاسبه کرد:  و می ̅    

 

 
      ̅  یعنی  ̅    

 
و  ̅    

 طور مشابه  به

 
 ویژه  و به ̅    

 
̅   که همان حکم مورد نظر است یعنی  ̅      .  



 

̅   این تساوی برقرار نباشد )برهان خلف( یعنی ، فرض کنید عنوان  به  ت .که در این صور   

̅   وجود داشته باشد که   بین این دو عدد، باید عددی دیگر مانند   𝑀 با توجه  .   𝑀 ، هر یک از    

𝑀باشد، زیرا در غیر این صورت،  3تواند کمتر از  نمی  های اعشاری عدد  رقم که خلاف انتخاب       ̅ 𝑀
𝑀است، یعنی  3برابر با   های  است. بنابراین تمام رقم در این حالت نیز در تناقض با انتخاب که       ̅ 𝑀

̅   تواند وجود داشته باشد و فرض  است. پس چنین عددی نمی نادرست است. در نتیجه        ̅  .  

 گردیم:  . به سؤال امتحانی ابتدای این بخش باز میهای گوناگونی برای این برابری ارائه شد تا این جا استدلال

و از آنان خواسته  های سال اول دانشگاه گنجانده شد های پایانی دبیرستان و هم در آزمون این سؤال هم در سال
از  سوم یکشود. حدود  گروه مشاهده نمی دواین  عملکرد نتایج در. تفاوت محسوسی شد، دلایل خود را بنویسند

اعلام کردند. هر چند  8برابر با برای این جزء صحیح، ا %( مقدار عددی ر98آموزان و دانشجویان ) دانش
̅   برابری دلیل آنان، استفاده از  ترین وجود داشت، اما مهم هایی در استدلال آنان تفاوت ، این آنانبود. بقیه     

را بیان صفر  %( با اشاره به این برابری، پاسخ41مقدار را برابر با صفر اعلام کردند. جالب آن که گروهی )حدود 
̅   برابری این گروه مدعی بودند که هر چند کردند.  است! و  8برابر  ،در حد      مقدار برقرار است، اما   ̅

ای از صفر داریم که حد آن نیز صفر است!! این تعبیر دوگانه که از  کنیم، دنباله چون جزء صحیح آن را حساب می
̅   یک سو، برابری  دیگر، در عمل، نماد پذیرند و از سوی  را می   عنوان یک عدد ثابت، بلکه را نه به ̅    

در ان یک عنوبرابری بهاین شود تا گیرند موجب مییک دنباله عددی در نظر می پذیرفته شود، اما  
به عدم باور آن مشاهده شود.  عملکرد آنان شواهدی مبنی بر 

شود. در تجربه معلمی، بارها شاهد آن بودیم که  مشاهده میدر بحث بیشتر با این گروه نتایج دیگری نیز 
دوگانه است: از یک  ̅   آموزان از  اند. تعبیر دانش تلقی کرده آموزان این عبارت را یک  دانش

تقدند معپذیرند، زیرا نمایش اعشاری آن دارای دوره گردش است. از سوی دیگر عنوان عددی گویا میسو، آن را به
توان تعیین کرد، که ناشی از ماهیت این عدد است، مکان آن را روی محور اعداد نمی ̅   در عین حال که 
، با مفهوم ̅   عنوان یک مقدار ایستا در عدد است! در این حالت، مفهوم بینهایت به« حدی»عبارت است که 

« شودبزرگ می 𝑘( وقتی 3رقم )همگی  𝑘اری با حد دنباله عددهایی اعش»بینهایت به عنوان یک مقدار پویا در 
 مخدوش شده است. 

های تستی برجسته شد. گروهی از دانشجویان ب رها در آزمونتر با دانشجویان، وجود برخی میاندر بحث دقیق
زنی در آموزش برای تست« صفر حدی»یا « یک حدی»است! مفهوم « یک حدی»برابر با  ̅   معتقدند مقدار 

ا هدف ارائه شود و تنها بنمی بیانتعریف دقیقی برای آن ها، گونه آموزشبا توجه به ماهیت اینشود، اما میبیان 
ود. با پیگیری بیشتر، حتی در بین بعضی از ش، این اصطلاح معرفی میبرای محاسبه حد« سریع» ییهاروش

فهوم آن وجود ندارد! با این همه، مفهوم توافقی برای معنا و م ،هاگونه آزموندر حوزه این« متخصص»معلمان 
   آموزان و حتی دانشجویان مطرح است!دانش چنان در باور عمومیهم« عدد حدی»



 

تاج ناشی از اولیه و استن مشاهده و استنتاج بخشی از تلاش برای حل مسئله است. در مواردی ممکن است مشاهده
با دیگر حقایق سازگار نباشد. این ناسازگاری  چنین ممکن است این نتایج ، به پاسخ مطلوب منجر نشود. همآن
ها، استنتاج نادرست از مشاهده، حدس اولیه  از جمله، کافی نبودن تعداد مشاهده :دلایل مختلفی باشد تواند به می

، ممکن است با پا تواند داشته باشد که میهای  کار با تمام توانایی کن تازه حل یک مسئلهنادرست، و مانند آن. 
کن خبره ضمن  حل در حالی که یک مسئلهفشاری بر یک مسیر، امکان رسیدن به پاسخ نهایی را از دست بدهد. 

که حین کار روی  آن که برای رسیدن به پاسخ، پیگیری و سماجت )پشتکار( کافی را دارد، این توانایی را نیز دارد
مسئله، از مجموعه مشاهدات خود استفاده کند تا در فرصت مناسب، حدس اولیه را تغییر دهد؛ یا مسیرهای دیگر 

ماند  نیز را بررسی کند. این تغییر راهبرد در چرخه پولیا نیز مورد تأکید است. نمونه زیر، بیشتر به یک شوخی می
ترین حکم( دارد، اما روایتی واقعی از یک کلاس درس  قبول ک به قابلش)در حد زیاد که نشان از سماجت بسیار 

 است که با اندکی تغییر در اینجا آمده است. 

     باشد    ها آندایره که مجموع قطر  تا نیم  مجموع محیط    ای باشه که دنباله     فرض کن  
 چنده؟    

 شعاع دایره اولی... یک عدد ثابت، مثلاً 
 از چند شروع میشه؟  𝑛مگه  

 رو...  های شکل روبه دایره محیط نیم...  از صفر
 نزدیک میشه.  𝑅 خب معلومه این دنباله به  

 حالا محاسبه کن! 
𝑎𝑛   ، پس𝑟𝜋دایره برابره با محیط هر نیم    𝑛𝑟𝜋  

𝑟   دونیمیکه هست اما میشعاع دایره کوچ 𝑟که   
𝑅

 𝑛
  

𝑎𝑛  یعنی:    𝑛
𝑅

 𝑛
𝜋  𝑅𝜋  

 پس همه جملات دنباله ثابت هستن! )دنباله ثابت( 
 آره! 

 نزدیک میشه!    اما گفتی دنباله به سمت 
 هست! 2مساوی  𝜋 لابد 

 !           که دونیم آخه می
 تماً قبلاً اشتباه حساب کردن! من که اشتباه نکردم!ح 

 ولی... 
  ولی نداره. برو اشتباه بقیه رو پیدا کن!  

𝒂𝟎 
𝟐𝑹 

   

𝒂𝟏 

𝒂𝟐         

𝒂𝟑 

𝒂𝟒 

𝒂𝟓 

𝒂𝟔 



 

، که یافتن علت آن  هایی شده های متعدد، دچار اشتباه آموزی با توانایی عنوان معلم، بارها شاهد بودم، دانش به
در مسیر برگشت است که ها و مسیرهای  ناشی از استدلال ها آنترین  ن ساده نبود. یکی از رایجچندا برایشان

هر عدد توان نتیجه گرفت  نمیضرب هر دو عدد زوج، عددی زوج است. اما  صحیح نیست. بدیهی است که حاصل
موضوع شده باشید. رو  های متعددی روبه ! ممکن است شما نیز با نمونههستندضرب دو عدد زوج  زوج، حاصل

هستیم رو  لای راه حل مسئله پنهان شده و در نهایت با اشتباهی روبه شود که این موضوع در لابه زمانی جالب می
عنوان معلم  ماند. در این حالت، به پنهان می یاشتباهچنین ، اما یافتن علت بروز استنادرست بودن آن بدیهی که 
زیرا ممکن است وقت زیادی در کلاس یا خارج از آن از شما بگیرد. اما  ی نکنید تا علت را خودتان بیابید،سع
آموزان بخواهیم تا علت را بیابند.  از دیگر دانشبرای آموزش استفاده کنید. فرصت مناسبی عنوان  توانید از آن به می

ب و مسیرهای های نامطلو حل مسئله، حالت فرایندآموزند که چگونه باید در  در جریان این تلاش، آنان می
آموزی که به این  های درس رخ داد و دانش نادرست را تحت کنترل خود قرار دهند. نمونه زیر در یکی از کلاس

برای یافتن  ها آنانگیز رسیده بود، آن را برای دیگر دوستانش در قالب یک راه حل ارائه کرد و از  نتیجه شگفت
ه از بحث حول آن در کلاس درس پدید آمد، موجب شد تا ای ک اشتباه خود کمک خواست. این موضوع و نتیجه

 های بعد، بخشی از تدریس خود را به کمک آن به پایان برسانم.  در سال

 را پیدا کنی؟          های معادله  تونی یکی از ریشه می
𝑥آره! ببین!    که جواب معادله نیست!     

     ، پس صفر نمیشهنه نیست! چون طرف چپ معادله 
𝑥 𝑥  پس     

 

𝑥
      

𝑥  و چون عبارت باید صفر بشه، باید:    
 

𝑥
     

𝑥  پس     
 

𝑥
   

   حالا توی معادله اصلی جاگذاری کن:    
 

𝑥
      

    عنیی  
 

𝑥
    

   𝑥  گیری داریم:با مخرج مشترکه ک

𝑥
    

       𝑥   بشه: ن این عبارت باید صورت صفرو برای صفر شد
𝑥دونیم و می  ست!! های معادلههای این عبارته. پس یکی از ریشهیکی از ریشه   

 کنه؟ عجب! یعنی توی معادله صدق می
 باید درست باشه!  

 و ...         نه نیست! چون میشه 
 ست! ما این ریشه معادلهکاری ندارم جواب هست یا نه! ا 

 آخه ... ! 
  همینه که هست! مگه راه من اشتباهه!؟ 
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و برگرفته از زندگی روزمره  متناسب با درسیا طراحی یک سؤال انتخاب یکی از مشکلات پیش روی معملمان، 
موضوعی را انتخاب  ،کمیل اطلاعات شخصی خودبا تمعلم طور معمول،  به یموارد چنیندر است. آموزان  دانش
تواند برخی اطلاعات خود  آموزان نیز امکان جستجو و تکمیل اطلاعات را داشته باشند. معلم می کند که دانش می

 بیابند و با هم به اشتراک بگذارند. خودشان آنان این اطلاعات را تا آموزان آشکار نکند و اجازه دهد  را برای دانش
گذاری پلاک  شمارهشیوه برای نمونه،  

برای موضوعی جالب تواند  می هاخودرو
چند  ابتداتواند  باشد. معلم میآموزان  دانش
بدهد و آنان را به آموزان  دانشبه  سؤال

حل خودشان ارائه کنند.  در حین ارائه راه بخواهدآموزان  دانشدعوت کند و از تکمیل اطلاعات 
در این فهرست    مانند شامل همه موارد نیست و حروفی  «انواع حروف پلاک»جدول ]

در پایان یک جلسه آموزشی، ( 9تا  8های سؤالمانند چند سؤال ساده )محول کردن نیست!![ 
دنبال اطلاعات ضروری  آموزان به انشها، د باشد تا برای ارائه پاسخ به سؤالای  تواند انگیزه می

آموزان  را به دانش ها آنیابی به  معلم اطلاعات یا روش دست وند. الزامی نیست کهمورد نیاز بر
ممکن است آشنا شوند. های جستجو  ن با انواع روشآموزا بگوید. این فرصتی است که دانش

برای تواند  میاما ، نیایند کار ها به سؤالبرای حل ، )مانند تاریخ صدور( اطلاعات غیرضروری
 دررا ( 7تا  4های سؤال)مانند  برانگیز چالش یهای سؤالند توا معلم می. جالب باشدآموزان  دانش

آموزان  دانشتواند بخشی از یادگیری  ها می حل بحث درباره راه کند.کلاس مطرح  جلسه بعدی
 که بخش کلاس باشد تواند پایان (، می1بسیار متفاوت )مانند سؤال اما ،مشابه یک سؤال. باشد

 است.  ای برای درس بعدی در عین حال مقدمه

 گذاری کرد؟  توان شماره کد استان، چند خودروی عمومی را میدر یک  

 تواند دارای پلاک همانند باشند؟  بدون توجه به کد استان، چند خودرو می  

 د؟ نباش همانندهای  تواند دارای رقم لاک چند خودرو شخصی میکد استان، پدر یک  

 گذاری کرد؟  توان شماره چند خودروی شخصی را میکد استان،  ا یکب 

 گذاری کرد؟  توان شماره در ایران حداکثر چند خودرو شخصی را می 

 باشد )بررسی کنید(.  45تا  5تواند از  ر پلاک خودرو میهای اصلی ه مجموع رقم
 است؟  5برابر با  ها آنهای اصلی  مجموع رقم وجود دارد که چند پلاک 

 است؟  44برابر با  ها آنهای اصلی  مجموع رقم وجود دارد که چند پلاک 

  است؟  25برابر با  ها آنهای اصلی  ها، مجموع رقم پلاکاز چند درصد 

 )و کاربرد آن(

  )دولتی( 

  )پلیس( 
  )تاکسی( 
 )سپاه(  

 )ارتش( 

 )عمومی( 

 )کشاورزی( 



 

  :انتخاب کنند. برای نمونهآموزان خواست تا یک عدد دلخواه  از دانشمعلم 
   .را بنویسندعدد نویسی( آن  مقلوب )وارونهخواست که  اه آناز سپس 

   . دتر کم کنید و حاصل را بنویسی کوچکتر را از عدد بزرگ عدد... 
 . دیهای مخالف صفر را برای خودتان مخفی کن یکی از رقم... 
   ید...ها را حساب کن جمع بقیه رقم حاصل... 

خود را سرگرم نشان داد و به ورقه کسی معلم دادند و در این مدت آموزان کلاس انجام  ار را تمام دانش، کتا اینجا
 را گفت!  ویعدد مخفی ، جمع لدر برابر هر حاص بگوید.بلند جمع را  حاصلهر کس خواست تا  ها آن. از نگاه نکرد

 (. دهای ذهنی را انجام ده کرد تا محاسبه برای خود زمان کسب می ،ها آنجمع  با تکرار حاصل )در برخی موارد
:   استدر زیر آمده معلم ها و پاسخ  جمع بعضی از حاصل

و حتی در دانشگاه  ،دبیرستان، راهنمایی )همان دوره متوسطه اول( ،ای است که در دبستان )پایه پنجم( این تجربه
دلیل زیاد بودن  . بهه استرو شد آموزان )و البته دانشجویان( روبه با شگفتی دانش هموارهنگارنده و  شده استتکرار 

ترین کشف در دبستان، درک  . مهمبتوانند الگو را بیابند آموزان دانش هدور از ذهن نیست ک چندان، ها تعداد پاسخ
است! اما در  3اعلام شده برابر با مضربی از عدد علاوه  عدد مخفی شده بهجمع  حاصلاین موضوع است که 

 که بیان شود:های دیگری  های بالاتر، در مقابل هر حدس درستی، این امکان وجود دارد که سؤال پایه

 آید؟ دلیل آن چیست؟ دست می تر از آن( به )بزرگ 3جمع از اولین مضرب  عدد مخفی، فاصله حاصلچرا 

های عدد اولیه را بنویسیم. آیا حکم  جای نوشتن مقلوب آن عدد، جایگشتی دلخواه از رقم فرض کنید به 
 )پاسخ مثبت است!(مشابه برقرار است؟ 

 درک این مسئله، چه معلوماتی لازم است؟ برای  

 دهید؟  تر خود چگونه این مسئله را توضیح می برای برادر یا خواهر کوچک 

 مسئله مشابهی سراغ دارید؟ 

 کنید! ادعای خودتان را ثابت شود:  در مقابل هر ادعایی که کردند، یک سؤال مدام تکرار می 

که چنین معمایی را در  است، اما این پایه برای حل این مسئله، اطلاع از ش هر چند که تنها دان
خود های بالاتر  را برای پایه، مسئله . بسیاری از شاگرداندیگری استتوان مطرح کرد، بحث  ای می چه پایه

بسیار . بنابراین معما آن نداشتندای برای حل  که از ابتدا ایدهیکی از دلایل این داوری، آن بود دانستند.  مناسب می
های  ای کافی نیست. داشتن مهارت پایه تنها داشتن دانشمسئله یا معما، یک برای انتخاب شد.  ارزیابی میدشوار 

  است. حائز اهمیت نیز یک مسئله های استدلالی یا تجربه پیشین در حل  مرتبط و توانایی



 

نقطه شروع بستگی دارد:  روش ارائه آن و بار باشد و این به آموزان جذاب یا کسالت ی دانشتواند برا یک پرسش می
ها  بعد از اعلام انواع مشوقآموزان:  پرسش: نشان دهید دو زاویه متقابل به رأس با هم برابرند. دانش 

شود و  دقیقه کار تمام می 84ره بعد از های مکرر معلم بالاخ برای اولین پاسخ و اصرار برای انجام کار و راهنمایی
!!! و معلوم بودگویند: این که  آموزان با غرغر، زیرلب می نویسد. دیگر دانش آموزان پای تخته آن را می یکی از دانش

  شود تا کار به پایان برسد(.  دقیقه صرف می 85. )در مجموع نزدیک به کنند بازنویسی میدر دفتر خود پاسخ را 
کارت آبی  85کارت قرمز و  85سپس   :گوید آموزان می شود و به دانش معلم وارد می 

گوید: می و کند پخش می کلاس آموزان دانش 94بین تصادف  به، بگویدها  کارت تعدادچیزی درباره را بدون آنکه 
کند:  و تأکید می

آموزان را  ظاهر بر حسب تصادف جای دانش ایستد و به روی کلاس می روبهها،  پس از توزیع کارت 

د: گوی می دهد. سپس انجام مینفری  85دو گروه آموزان در  بندی دانش گروه . اما این کار را با هدفکند عوض می
های قرمز  خواهد کارت آموزان می و از دانش 

نتیجه موجب های گروه دوم را نشان دهند.  گروه اول و کارت
بعد از چندبار دقیقه(  5)تا اینجا کمتر از آموزان است.  تعجب دانش
معرفی کردند! در   به شوخی کار را شعبدهگروهی ، بازیتکرار این 

های آبی و قرمز را  ند تعداد کارتدش عمومی، موفقبحث در  کار شدند. آموزان با کنجکاوی دست به نهایت دانش
ها  کارتحرفی از تعداد  گفت توجه کردند: برای جواب میکه معلم  ای به جملهتعیین کنند. سپس در حین بحث 

موفق شدند ای در کار نیست! و  شعبده پذیرفتند کهآموزان  کند. دانش ری تعداد اشاره مینیست بلکه معلم به براب
نتیجه نهایی بعد از چند بار بازنویسی، د. ننپیدا کدلیل آن را 

عدد در این جدول، از . نشان داده شد رو روبهاختصار در جدول  به
 85عدد قرمز در سطر در دو نقش مختلف استفاده شده است.  85
کشف اشاره دارد.  دوم تعداد افراد گروهبه  85در سطر آبی عدد ، در حالی که استهای قرمز  تعداد کارت عرفم

معلم با  کردید؟ ه کار میآموزان فرد بود چ رسید اگر تعداد دانشپیکی انگیز بود.  آموزان هیجان برای دانشاین نکته 
کرد که نه تأکیدی بر ارتباط دو پرسش باشد و  رفتار میمعلم طوری کرد.  بیانپرسش بعد را خنده پاسخی نداد و 

آغاز شد، کوتاه  جملهیک پرسش با تأکیدی داشت!  ها آنربط بودن  نه بر بی

پرسش را ارتباط بین دو آموزان  کشد که دانشطول نزمان زیادی  با این همه، 

 (. شددقیقه  25حدود  ،کل کارمجموع ! )ندهدنشان در شکل بیابند و استدلال را 

 هعلاق ی کلاسها فعالیت آموزان نسبت به ، موجب شد تا دانشها کارتبازی  در یجان ناشی از کشف دلیله
انگیز بود.  هیجانبرای دانشجویان کارشناسی ارشد نیز به همان اندازه  بازی. اجرای همین نشان دهندبیشتری 

  . های متقابل به رأس آشکار شد ویژه زمانی که ارتباط آن با زاویه به



 

همین دلیل، چیزی به  آموزان بر این باور هستند که ریاضیات توانایی پاسخ به هر پرسشی را دارد. به بیشتر دانش
ماند که در  توان به انتظار آن باقی نمی! ه رسد به ، برایشان مفهوم ندارد، چنام 

این باور وجود  هنوزآموزان سابق(  بزرگسالان )دانش حل خواهد شد، چرا که در میان ها آنآینده این موضوع برای 
غییر این باور، در فرصتی برای تغییر این باور ندارند. برای ایجاد زمینه مناسب برای ت ها آندارد! خارج از مدرسه، 

به کامل و سازگار الگو  یک در کلاس مطرح شد: اگر قواعد هایی یافت.  توان مثال خود ریاضیات می
 توان یافت؟  الگو را میآن د، آیا نباشتعریف شده 

 است: قواعد زیر برقرار  ،کبریت با چوب به هم متصل شکلیک برای ساختن  

 گیرد. افقی یا عمودی قرار میصورت  بهت، کبری هر چوب 

 ها با هم تماس دارند. کبریت تنها سر چوب 

 کنند.  جداها نباید هیچ ناحیه را از صفحه  کبریت چوب 

را  ها آنخوانیم. در غیر این صورت  می دو را  آنای( دو شکل روی هم بیافتند،  اگر با چرخاندن )یا قرینه آینه
 آید.  دست می شکل متفاوت به 2، کبریت چوب 2شکل داریم و با  8کبریت، تنها  چوب 8، با بنابرایندانیم.  می 

 

 آید.  دست می کبریت به چوب 9چنین پنج شکل متفاوت با  هم
 کبریت را پیدا کنید.  چوب 9پنج حالت ممکن برای  

 کبریت تعیین کنید.  چوب 5و  4ازای  های متفاوت را به تعداد حالت 

 کبریت تعیین کنید؟  چوب nهای متفاوت را برای  توانید در حالت کلی، تعداد حالت آیا می 

کمی تلاش بیشتری  2سؤال آید. برای  دست می به 8 سؤالتوان پاسخ   سادگی می های یکریخت، به با حذف شکل
توان پاسخی پیدا کرد، بلکه  نمی 9 سؤالید. اما نه تنها برای آ دست می لازم است، اما در این حالت نیز پاسخ به

دانیم،  می = n 24این تعداد را تنها تا  جالب است بدانید و ،های متفاوت وجود دارد شکل 4155تعداد  = n 84برای 
 یک مسئله حل نشده است! 9سخن دیگر، مسئله  بهاست!!  154333744449رقمی 82عدد تعداد آن برابر با که 

به  ،یک الگوجزییات قوانین ساخت داشتن الزامی نیست که کلاس منفی است! یعنی  پاسخ به پرسش بنابراین، 
 منجر شود. کلی، یا شناسایی جمله عمومی آن، پیدا کردن الگو 

آموزان  تا برای دانش ایجاد کردمعلم برای  مناسبی فرصت، 9آموزان در مسئله  دانش تجربهدر کلاس مذکور، 
 را توضیح دهد.  و  بین  تفاوت

 

      



 

 

محتوای این فصل، حل مسئله، یکی از مباحثی است که مورد توجه آموزشگران ریاضی است.  فرایندبررسی 
 است: صورت مختصر ارائه شده  هضرورت ارائه راهکارهای عملی، ب کتابی حجیم باشد، اما بهتواند  میتنهایی  به

 ( آن را معرفی کرده است. 8315)شونفیلد به چارچوبی اختصاص دارد که  ،بخش نخست

های مرتبط با دانش و رفتار حل مسئله(، استفاده از دانش فراشناختی و سه  عنوان یکی از حوزه در بحث کنترل )به
 . اند شده معرفیو راهکارهای عملی آن هبرد در بخش دوم، این سه راشود.  توصیه میراهبرد اصلی آن 

حل مسئله، برای هر حین آموزان در  معرفی چند ویژگی اصلی برای بررسی عملکرد دانش، ضمن در بخش سوم
 بیان شده است.  از این عملکرد پرسش کلیدی برای کمک به ارزیابی معلمها،  از این ویژگییک 

است. این مدل به تجزیه و  های ریاضی به اختصار بیان شده مسئله برای حل( 8345در بخش چهارم، مدل پولیا )
 حین حل مسئله ریاضی اختصاص دارد. ، کن خبره حل کار یک مسئلهتحلیل 

توانست  اند. این بخش می تکرار و البته تکمیل شدههای کتاب  ای از تمام توصیه خلاصه، پنجم(بخش پایان )در 
جامع باشد، لیکن اختصاص یک فصل به آن، بندی  جمعگیرد، و حاوی یک  عنوان فصلی مستقل در کتاب قرار به

 .آمیز بود. به همین سبب به این مختصر اکتفا شد برای این کتاب کوچک، اغراق

 (8931)رضائی،  این فصل، برگرفته از کتاب چهار بخش نخست  مطالب لازم به ذکر است،
مبانی دانشجومعلمان دوره ابتدایی و آموزگاران دبستان تدوین شده است، لیکن  برای مذکور کتاب ،هر چند .است

 های بالاتر مشترک است. نیازهای نظری برای دوره و با پیش نیستابتدایی نظری آن، محدود به دوره 

به ارتقای  رود معلمان با استفاده از تجربیات خود و با توجه به امکان تبادل تجربه با دیگر همکاران، انتظار می
منابع معرفی شده در پایان کتاب، سودمند است. استفاده از  و مطالعهمراجعه  ،چنین ای خود کمک کنند. هم حرفه
توصیه  (8931بهار تا  8975پاییز ) 892تا  41 های شمارهبا تأکید بر ، های پرشمار  مقاله
های عملی، آرای اندیشمندان حوزه آموزش ریاضی، و  ان تجربهنظری، بی ارزشمند های شود که حاوی مقاله می

  در این حوزه است.دیگر مباحث متنوع 



 

 یاضی، دو موضوع متفاوت اما مرتبط به هم، در آموزش ر«همسئلق حل یآموزش از طر»و « همسئلآموزش حل »
 یستین چیینگاه به انسان، تب یرنده، متأثر از چگونگیادگیبه  یاضیفهوم رم یکاد دادن  یهستند. انتخاب روش 

 یاصل یها از هدف یکیه کمعتقدند  یاضیاست. آموزشگران ر یاضیو بالاخره، تعیین هدف برای آموزش ر یاضیر
ق یطرآموزش از »کن است، و  ه حلمسئلر، خلاق و یپذ تیمستقل، آزاد، مسئول ی، پرورش شهروندانیاضیآموزش ر

یک مسئله ریاضی  ن که(. اما ای8975است )گویا،  ین هدفیبه چن یابی دست یها از روش یکی، «همسئلحل 
به مراحل حل یک مسئله ریاضی  شود، مبحث دیگری است. پولیا در کتاب  حل می« چگونه»

 کند.  های حل مسئله ریاضی را ارائه می اشاره کرده و فهرستی از رهیافت

طور مثال، یکی از  اند. به های آموزش حل مسئله پرداخته آموزش ریاضی، به بررسی شیوه پژوهشگران سیاری از ب
آموزان یاد داد؟  گونه فکر کردن را به دانش توان ریاضی و ریاضی های پژوهشی چنین بوده است که آیا می پرسش

که باید مورد بحث و بررسی بیشتر قرار گیرد؟  هایی در ارتباط با آموزش ریاضی وجود دارد چه مشکلات و مسئله
کن هم  آیا حل مسئله ریاضی، یاد دادنی و یاد گرفتنی است یا هر کس که ریاضی بداند، به خودی خود مسئله حل

حل مسئله  فرایندها، شناخت ماهیت تفکر ریاضی و تجزیه و تحلیل  گویی به این نوع پرسش شود؟ برای پاسخ می
 های خبره توصیه شده است.  کن حل ریاضی توسط مسئله

های عملی برای  ، به تفصیل به این موضوع پرداخته است و شیوه( در کتاب 8315شونفیلد )
انجام این بررسی را نیز ارائه کرده است. شونفیلد در این کتاب، چهار حوزه مرتبط با دانش و رفتار حل مسئله 

داند، که به دلیل  حل مسئله ریاضی، ضروری می فرایندخبره( را برای بررسی  کار یا )برای مسئله حل کن تازه
 شود.  می ها آناهمیت آن، اشاره مختصری به 

 

کن، و برای فهم سیر تکامل راه حل مسئله، نخست  حل مسئله توسط یک مسئله حل فرایندبرای تجزیه و تحلیل 
ای در اختیار داشته است. این اطلاعات  ، چه ابزارها یا اطلاعات اولیهکن در ابتدا لازم است بدانیم که آن مسئله حل

داند، باور دارد، یا به  کن می ای از چیزهایی است که مسئله حل شوند. منابع در واقع، مجموعه اولیه منابع نامیده می
ی کرده و در مغز خود ده کن این مطالب را چگونه سازمان بدگمان است. حتی لازم است بدانیم که مسئله حل ها آن

 توان در چهار دسته اصلی قرار داد:  کند. منابع را می دسترسی پیدا می ها آنذخیره کرده است، و سپس چگونه به 

  های  است؛ مانند استفاده از رویه ها آن حقایق مرتبط با موضوع مسئله، و درجه دانش فرد نسبت به
(procedure) درباره اشیای ریاضی و موضوع  مسئله.  صوری یا شهودی حاصل از تجربه 

  هایی کاملاً مشخص هستند و در عین حال، دارای ماهیت سلسله مراتبی  های الگوریتمی که رویه رویه
 های هندسی )ترسیم نیمساز( یا محاسبات جبری )حل معادله درجه دو(.  باشند؛ مانند ترسیم می



 

  مشخصی هستند، لیکن الگوریتم کلی ندارند و بنابر نوع مسئله،  های نیز رویه ها آن های عادی که رویه
باید پارامترهای دخیل در رویه را مشخص کرده و پس از آن، طبق روش  معلوم، مسئله را حل کرد. مانند 

 جز.  گیری به روش جزبه روش حل یک معادله )دلخواه(؛ یا انتگرال

  یی استدلال هندسی و تجسم فضایی. ع، مانند تواناهای مرتبط به موضو قابلیت 

 

ریاضی و هوش مصنوعی، مورد  ازجملههای مختلف  در حل مسئله انسانی در حوزه (heuristic)ها  رهیافت
 هستند. « ابزارهای کشف»ها  رهیافت گیرند. به گفته پولیا در  استفاده قرار می

انگشتی برای حل موفق مسئله، و شامل پیشنهادهای عمومی هستند که به های رهیافتی، قوانین سر ایده راهبرد
ها که در کتاب  هایی از این رهیافت کنند. مثال درک و فهم بهتر مسئله یا پیشرفت در رسیدن به پاسخ کمک می

 اشاره شده، عبارتند از:  ها آن به« نامه کوچک راهبردها واژه»پولیا و در 

 مسئله  استفاده از عناصر کمکی در 

 های کمکی  کار روی مسئله 

 حدس و آزمون 

 دار  تهیه فهرست نظام 

  تهیه یک جدول 

 های نامطلوب حذف حالت 

 وجو برای مسئله مرتبط  جست 

  رسم شکل 

 وجو برای پیدا کردن یک الگو(  تعمیم )جست 

 تر( تخصیص )حل مسئله ساده 

  استفاده از اثبات غیرمستقیم 

  تغییر مسئله 

 هستیم(  ئدنبال وجود یا یافتن یک ش هایی که در آن به ویژه در مسئله ه فرض کردن )بهمسئله را حل شد 

 

خصوص،  شود، به ای که شخص در اختیار دارد، مربوط می این مقوله، به چگونگی استفاده از اطلاعات بالقوه
شود. این  نجام داد، گرفته میحل مسئله و درباره آنچه باید در مسئله ا فرایندتصمیمات کلیدی و مهمی که ضمن 

تصمیمات ممکن است موجب موفقیت در حل مسئله یا شکست در تلاش برای رسیدن به پاسخ مسئله شوند. 
 هایی که در این سطح مورد نظر هستند، عبارتند از:  فعالیت

  کشیدن طرح 

 ها  ها و زیرهدف انتخاب هدف 

  در تمام مدت  حل مسئله  راه حلبازبینی و وارسی 

 ها آن ها در همه مراحل تکامل رزیابی پاسخا  

 دهد پاسخی باید اصلاح شود یا کنار گذاشته شود        زمانی که ارزیابی نشان می 

 های مناسبی که  ها و ایده معنی استفاده از فرصت معنای منفی، آن بلکه به طلبی )نه به ها و فرصت شکار فرصت
 رسد(.  ذهن می حل مسئله به فرایندطی 



 

 

 ازجملهاست و این باورها،  ها آن های به دست آمده از محیط واقعی باورهای اشخاص عمدتاً ناشی از تجرید تجربه
طور مثال، باور افراد نسبت به تفکر ریاضی در چگونگی  عوامل مهم و تأثیرگذار در حل مسئله ریاضی هستند. به

آموزان که به خوبی از  ، نقش اساسی دارد. مثلاً بعضی از دانشها آن های نوع فعالیتبه حل مسئله و  ها آن اقدام
شوند که  گرایان  محض می های هندسی، تبدیل به تجربه آیند، در حل مسئله های هندسه برمی عهده اثبات قضیه

 های هندسی، باور ندارند. ابزاری برای کشف و حل مسئله عنوان بهاستدلال هندسی را 

های مسئله  بندی و مشخص کردن ویژگی توانند در رده ها و کنترل، به تنهایی نمی ، منابع و رهیافتبراینبنا
باورهای ما در اثر  ای از دانش در این امر، مؤثر است. مقوله عنوان بهها، کافی باشند و نظام باورها نیز  کن حل

گیرند و از  شهود و نوع تفکر ریاضی، شکل میای، تجربه از محیط اطراف،  عوامل متعددی مانند تدریس مدرسه
 ای نیست! کار چندان ساده ها آن اند، تغییر آن جا که به تدریج و به مرور زمان شکل گرفته

با موضوع مسئله در اختیار دارد. البته  مرتبطای  شود، در ابتدا، دانش بالقوه ای مواجه می زمانی که شخص با مسئله
های دو شکل متشابه  ا باورها، غلط باشند. مثلاً ممکن است فرد بداند که مساحتها ی ممکن است این دانسته

ها و  جای مجذور آن( بگیرد. این دانسته دارای نسبت ثابتی است ولی این نسبت را اشتباهاً برابر با نسبت تشابه )به
ر طرح راه حلی برای مسئله کنند، در ادامه نیز د ها که در ابتدا، به فهم و درک شخص از مسئله کمک می رهیافت

هایی لازم است که این تصمیمات نیز ممکن  گیری و چگونگی اجرای آن نیز مؤثرند. در تمام این مراحل، تصمیم
 است درست یا غلط باشند و موجب موفقیت یا شکست در حل مسئله شوند. 

گنجد، اما زمانی که  ها می منابع و رهیافتها، در واقع در مقوله  ها و راهبرد باید توجه داشت که وجود بالقوه دانسته
گیری برای انتخاب راهبرد مناسب یا حقیقتی متناسب با مسئله برای فهم آن است، در واقع در  صحبت از تصمیم

پردازد و  های فرد توسط خودش می ، مقوله کنترل به چگونگی استفاده از دانستهبنابراینسطح کنترل هستیم. 
کن با وجود داشتن منابع دانشی  دهد. برای مثال، زمانی که مسئله حل د بررسی قرار نمیهای فرد را مور دانسته

توانایی یا  خورد، توانایی استفاده از منابع دانشی خود را ندارد، این عدم ای شکست می کافی، در حل مسئله
ال تفکیک مقوله منابع و گیرد. با این ح دسترسی به موقع به منابع، در مقوله کنترل مورد بررسی قرار می عدم

 حل مسئله، واقعاً دشوار است.  فرایندکنترل، از لحاظ کیفی و در 

شود و برای ارتقای دانش فراشناختی  ها از دانش فراشناختی استفاده می گیری در بحث کنترل، برای انواع تصمیم
 مفید است:  زیر، در حین حل مسئله ریاضی، آموزان، استفاده از  دانش
      

در عمل، چگونگی اجرای هر یک از این سه راهبرد، به باورهای معلم نیز بستگی دارد. دادن فرصت کافی به 
علم باید بدون نگرانی از زمان صرف شده، تواند به ارتقای توانایی آنان در حل مسئله بیانجامد. م آموزان، می دانش

برانگیز، آنان را به کار  های چالش های غنی و مسئله آموزان جلب شود و با ارائه تمرین تلاش کند تا اعتماد دانش
 کنیم.  بیشتر تشویق کند تا زمان صرف شده نیز جبران شود. در ادامه، به اختصار این سه راهبرد را مرور می



 

   
ها، همگی به  های کوچک در یادگیری ریاضی وجود دارد. این پژوهش های متعددی در زمینه نقش گروه پژوهش

ها دارای تنوع زیادی است. با  اند. اما نوع و ماهیت گروه های کوچک در کارهای خود استفاده کرده نوعی از گروه
آموزان  های کوچک در توسعه ذهنی دانش ( توجیهی قوی برای نقش گروه8371سکی )های ویگوت این حال، ایده

« دامنه توسعه تقریبی»کند تا به  آموزان کمک می است. ویگوتسکی معتقد بود که مشارکت با دیگران به دانش
رکتی با آموز ممکن است تا سطح مشخصی کارکرد داشته باشد. اما همکاری مشا برسند. وی توضیح داد که دانش

دیگرانی که از او تواناتر هستند، ممکن است به او کمک کند تا در سطح بالاتری کارکرد پیدا کند. در واقع، توانایی 
دامنه توسعه »تواند با کمک و همکاری دیگران )و نه در خلأ( بارور شود که همان  ای که کودک دارد می بالقوه

شده معلم و راهنمایی و نظارت او انجام شود،  ریزی مداخله برنامه های کوچک، اگر با است. کار در گروه« تقریبی
 (. 8977برد )گویا،  های فراشناختی یادگیرندگان را بالا می توانایی

کار گروهی یاد  حینآموزان  . دانشاستله ئهای اصلی آموزش و حل مس لفهؤای کوچک، یکی از مه کار در گروه
آموزان در  د. زمانی که دانشداشته باشن ها آن شته باشند و ارزیابی درستی ازکارهای خود نظارت دا گیرند تا بر می

، درگیر ها آن له هستند، معلم باید اطمینان حاصل کند که تک تکئهای کوچک مشغول فعالیت حل مس گروه
ر کند. قرار دادن کودکان د شناسد و به آن عمل می کس، مسئولیت خود را می اند و هر فعالیت ریاضی شده

ها و  بسیار مفید برای تشویق و حمایت از بحث راهبردیله، ئبرای کار روی یک مس ههای سه یا چهار نفر گروه
های کوچک تنظیم شده است، زمان  صورت گروه بینی شده در یک جمع ریاضی است. کلاسی که به تعامل پیش

طور منفرد یک کل را  آموزان به شکند تا کلاسی که در آن همه دان میصرف خیلی بیشتری برای تعامل و بحث 
ها، توضیح  کودکان اجازه و قدرت بیشتری برای صحبت کردن، کشف ایدهبه گروهی، کار دهند.  تشکیل می

 د. های شخصی خواهد دا گرفتن از همدیگر، استدلال کردن و داشتن ایده چیزهایی به گروه خود، پرسیدن و یاد

ید تأکید شود که باور خود معلم به کارآمدی این روش و ابتکار عمل وی بیش از همه )و حتی پیش از همه( بااما 
در اجرای کار گروهی حائز اهمیت است. حتی در بهترین شرایط اجرایی، نقش معلم در اثربخش بودن کار گروهی 

 د. انگیزه آن باش مراتب بهتر از اجرای ناقص و بی انکارناپذیر است. شاید انجام ندادن فعالیت گروهی، به

شود؛  ای که به گروه محول می های گروهی؛ ماهیت وظیفه آموزان کلاس، زمان مورد نظر برای فعالیت تعداد دانش
بندی و انتخاب اعضای  تواند عاملی مؤثر در گروه ، هر یک میها آنهای فیزیکی کلاس؛ و مانند  و حتی ویژگی

 ف وجود دارد: های گروهی، سه رویکرد مختل گروه باشد. برای انجام فعالیت
 ( یادگیری تشریک مساعیCooperative Learning)  
 ( یادگیری مشارکتیCollaborating Learning ) 
 ( یادگیری مسئله محورProblem-Based Learning ) 



 

 استترین انواع یادگیری گروهی  در مقایسه با سایر رویکردها، یادگیری تشریک مساعی یکی از قدیمی
کنند. کوچک بودن  های کوچک با یکدیگر کار می آموزان در گروه (. در این نوع یادگیری، دانش2484)دیویدسن، 

آموزان انتظار  علاوه از دانش جمعی داشته باشد. به گروه برای آن است که هر فرد فرصت شرکت در کار دسته
تشریک مساعی شامل طیف وسیعی از  رود بدون نظارت مستقیم معلم به وظایف خود عمل کنند. یادگیری می

 ن است. سالا همای از طریق مشارکت و ارتباط با  راهبردها برای ارتقای یادگیری مدرسه

آموزان به یکدیگر  آید، در این نوع یادگیری، دانش برمی« مساعی  تشریکیادگیری »طور که از اصطلاح  همان
گیرند که چگونه و چه چیزی  تصمیم می ترکطور مش رند، و بهگذا ها و منابع را به اشتراک می کنند، ایده کمک می

 فرایندرا در  ها آن آموزان، ها و دستورهای خاصی به دانش جای ارائه رویه را مطالعه کنند. در این موقعیت، معلم به
 ، یادگیری فعال و یادگیری اجتماعی از طریق تعاملتشریک مساعی یادگیریکند. در  کسب دانش راهنمایی می

یادگیری تشریک  فرایند( 8332به گفته دیویدسون و ورشام )های کوچک با هم ترکیب شده است.  در گروه
 فرایندهای کوچک در  ن در گروهسالا همآموز از طریق پرسش و بحث با  مساعی برای درگیر کردن فعالانه دانش

باشند هایی  آموزان در گروه دانش طفقیادگیری، طراحی شده است. یادگیری تشریک مساعی فراتر از این است که 
 وگو کنند.  بگوییم که با یکدیگر گفت ها آن و به

هایی برای کار گروهی طرح  آموزان توضیح دهد و مسئله تواند نمایی از کار را برای دانش معلم می برای شروع،
ضو داشته باشد. انتظار تواند هر گروه چهار ع طور معمول می های کوچکی تقسیم شود که به کند. کلاس به گروه

آموزان با  های خودشان دعوت کند و دانش ها در گروه آموزان را به بحث درباره ایده رود معلم همه دانش می
ها، حدس زدن و  مشارکت فعال در گروه، برای روشن ساختن درک خود، تفکر و استدلال کردن، حل مسئله

کنند و به یکدیگر در  های خود را تبادل می طور فعال ایده به ها آن آزمایش آن، فعالیت کنند. در این حالت،
را راهنمایی و تشویق  ها آن کند و ها حرکت می کنند. معلم نقش فعالی دارد. وی بین گروه یادگیری کمک می

شود.  کند. در هر گروه، وظایف اعضا تعیین می برانگیزی مطرح می های تأمل کند و در صورت لزوم، پرسش می
ها را به تنهایی حل کنند،  مسئله ن کهجای ای آموزان به ز این رویکرد بر آن است که همه دانشتمام تمرک
 به فعالیت بپردازند.  

های یادگیری  دهند که در تمام روش به گفته دیویدسون پنج ویژگی زیر، اهمیت تعامل با یکدیگر را نشان می
 تشریک مساعی مشترک هستند: 

 فعالیت یادگیری مناسب برای کار گروهی، یک  -8
 آموزان در گروه،  تعامل یک به یک دانش -2
 پذیری فردی،  مسئولیت -9
 ها،  وابستگی متقابل برای تقویت همکاری در بین گروه -4
 آموزان.  همکاری و رفتار متقابل سودمند بین دانش -5



 

پنج عنصر کلیدی دارد: وابستگی متقابل  یک مساعیتشر( یادگیری 8331به نقل از جانسون، جانسون و اسمیت )
و پردازش گروهی.   های گروهی؛ وسعه مهارتتپذیری فردی و گروهی؛   مسئولیت  روی افراد؛ در مثبت؛ تعامل رو

بندی بلوم یعنی دانش؛ فهم؛ کاربرد؛ تجزیه  توان در تمام سطوح طبقه های یادگیری تشریک مساعی را می فعالیت
طور خاص، ارتباط بسیار قوی بین یادگیری تشریک مساعی و توسعه  یب، و ارزشیابی طراحی کرد. بهو تحلیل؛ ترک

آموزان در  ، کمک به دانشتشریک مساعیهای تفکر مرتبه بالاتر وجود دارد. هدف اصلی یادگیری  مهارت
 یادگیری محتوای علمی است. 

   ،( 8332)لیمان 

 کند.  ها تغییر می این راهکار غنی، بر اساس چگونگی فکر کردن، کار دو به دو و به اشتراک گذاشتن پاسخ

دهد تا به پاسخ سؤال  آموزان زمان می پردازد و به دانش برانگیز می مدرس به طرح یک سؤال بحث .8
 زمان برای فکر کردن ممکن است صرف نوشتن نیز شود.  صورت انفرادی فکر کنند. این به

 کنند.  وگو می هایشان گفت صورت دو نفره درباره پاسخ آموزان به دانش .2

 پردازند.  تر یا کل کلاس به بحث می های بزرگ آموزان در گروه سپس دانش .9

  ،( 2443)کاگان و کاگان 

 های جدید است.  ادل نظر و تمرینی برای گوش کردن، نقد )مثبت( نظر دیگران، طرح ایدهتب ،هدف اصلی

کند و مدت زمان لازم برای فکر کردن و به اشتراک گذاشتن  معلم موضوعی را در کلاس مطرح می .8
 کند.  ها را تعیین می ایده

 دهد.  میکند و نفر دوم گوش  هایش را بیان می های دوتایی، نفر اول ایده در گروه .2

 دهد.  نفر دوم با بیانی مثبت، درباره ایده او نظر می .9

 کنند.  جا می اعضای گروه، نقش خود را جابه .4

   ،( 2443)کاگان و کاگان 
 رود.  کار می های گوش دادن، تبادل نظر، و استدلال کردن به راهکار مصاحبه برای ارتقای توانایی

آموزان در یک محدوده زمانی معین با  دهند و یکی از دانش های دو نفره تشکیل می آموزان گروه نشدا .8
 پردازد.  دیگری به مصاحبه می

 کنند.  جا می های خود را جابه آموزان نقش دانش .2

دهند و اعضای گروه به بحث و  نفره تشکیل می 4های  شوند و گروه های دو نفره با هم ترکیب می گروه .9
 پردازند.  دست آمده از مصاحبه اولیه می های به دل اطلاعات یا ایدهتبا



 

 های یکسان مشارکت در فعالیت لزومی نداردولی  استواژه مشارکتی به معنی تلاش کردن برای هدفی یکسان 
آموزان در  جمعی دانش نه تنها به توصیف اهمیت  فعالیتارائه شده، یادگیری مشارکتی  هایی که برای . تعریفباشد

 . تلاش برای توسعه دانش استدر معلم نیز  است کهگروهی  کارنوعی پردازد، بلکه بیانگر  گروه می

ند. کن هم برای تولید دانش فعالیت می آموزان و معلمان با افتد که دانش یادگیری مشارکتی زمانی اتفاق می
وگوهایی تجربه و تمرین  آموزان بتوانند در آن گفت دانش کند که یادگیری مشارکتی زمینه اجتماعی را فراهم می

برخلاف یادگیری تشریک مساعی که بر کار کردن  ،بنابراینگیرند.  که توسط معلمان مورد سنجش قرار می کنند
است که لزومی ندارد همدیگر تمرکز دارد، در یادگیری مشارکتی تمرکز بر کار کردن در کنار یکدیگر وابسته به 

اشد. اجرای گروه موسیقی زنده، ببرای رسیدن به هدفی یکسان به سوی کشف، فهم و تولید دانش به هم  وابسته
هر کسی به نواختن ساز خود مشغول است اما . استاز یک برنامه مشارکتی در دنیای واقعی شناخته شده مثالی 

 رسد.  هر چند جداگانه، اما با مشارکت هم نوای موسیقی به گوش می

ها، مفاهیم و تولید دانش  حل دنبال درک، راه های دو نفره یا بیشتر، به رد یادگیری مشارکتی، در گروهدر رویک
های یادگیری مشارکتی وجود دارد و در این رویکرد تمرکز بر کشف  ای در فعالیت هستند. تنوع بسیار گسترده

ها شرکت دارند.  وزان کلاس در فعالیتآم نه سخنرانی معلم و انتقال دانش او. همه دانشو  است،آموزان  دانش
 .استآموزان از طریق تعامل با یکدیگر  هدف رویکرد یادگیری مشارکتی، ساخت دانش توسط دانش

  د:کن یادگیری مشارکتی ارائه می فرایند( پنج مرحله زیر را برای 8334به نقل از بروباچر و همکاران، فارستال )

کنند و با آن درگیر  آموزان اطلاعات را دریافت می یادگیری مشارکتی، دانش فراینددر این مرحله از   
 د. نآموزان عرضه شو ها به دانش از طریق سخنرانی، متن، ویدئو و چیزهایی شبیه اینتواند  میشوند.  می

توانند  آموزان می بپردازند. در این مرحله، دانشکنند تا به کنکاش اطلاعات  آموزان فرصتی پیدا می دانش  
 طور کامل نیز موضوع را درک نکنند.  پردازی کنند و شاید به خطا کنند، ایده

نند. نقش کشود تا روی اطلاعات کار کنند تا نسبت به آن درک بهتری پیدا  آموزان خواسته می از دانش  
  .استها یا ارائه اطلاعات بیشتر  منظور بررسی بدفهمی وزان بهآم معلم در این مرحله کنترل یادگیری دانش

مند و نقاد بپردازند.  های خود در حضور مخاطبان علاقه شود تا به ارائه یافته آموزان خواسته می از دانش  
  آموزان قابل انجام هستند. هایی از دانش های گروهی نیز در حضور کلاس یا گروه ارائه

تری از محتوا و  آموزان درک عمیق ، دانشاند کردهی که طی فراینداند و  چه که یاد گرفته بازنگری به آن با  
 آورند.  دست می یادگیری توسط خودشان به فرایند



 

تبط تمام اطلاعات ضروری و مر ن کهآموزان قبل از ای ، دانشاستله ئکلاسی که یادگیری در آن بر پایه حل مس
صورت گروهی شروع  آموزان به شوند. دانش رو می روبه مسئلهپاسخ دادن به آن دریافت کنند، با برای را  مسئلهبا 
های مناسب  نیاز و یافتن پاسخ را تعریف کنند و به شناسایی منابع اضافی مورد مسئلهکنند تا ماهیت  کار می به

 کند.  های گروه را کنترل میفرایندآموزان را راهنمایی و  دانشکند،  کننده را ایفا می بپردازند. معلم نقش تسهیل

آموزان برای  ایجاد انگیزه در دانش منظور بهپیچیده دنیای واقعی  های ه، از مسئلمسئله محوردر رویکرد یادگیری 
مورد  ها نآو یافتن پاسخ ارائه شده  های هشود که برای کار کردن روی مسئل شناسایی مفاهیم و اصولی استفاده می

نیاز  خاص مورد مسئلهدهد که برای یک  ، توانایی شناخت اطلاعاتی را پرورش میمسئله محور. یادگیری نیاز است
چگونگی دستیابی به آن اطلاعات، چگونگی سازماندهی آن اطلاعات در یک چارچوب مفهومی معنادار و و است، 

  (.2448 داچ، گرو و آلن،)مورد توجه است ی ارتباط با سایر موضوعات رنحوه برقرا

 کند:  صورت زیر بیان می را بهمحور  مسئلههای رویکرد یادگیری  ( ویژگی8311باروز )

  عنوان یک کاتالیزور در یادگیری است.  یک مسئله دنیای واقعی به 

  دهد.  را پوشش می های مختلفی ها و نظام جایی که مسئله دنیای واقعی است، رشته از آن 

  آموزان در دنیای واقعی  کند که شبیه آن چیزی است که دانش مسئله موقعیتی را ایجاد می
 یابند.  راحتی ارتباط و اهمیت آن را درمی آموزان به بینند. به این ترتیب، یادگیری قابل اعتماد است، و دانش می

  وجود آورد.  آموزان به د موقعیتی است که انگیزه یادگیری در دانشیکی از اهداف این یادگیری، ایجا 

  آموزان مسئول یادگیری خود و دوستان خود هستند.  دانش 

  کنند.  حل مسئله را تعیین می فرایندآموزان خود مسیر  دانش 

  های حل  ش دارد تا در توسعه مهارتطور خاص تلا علاوه بر توسعه دانش، این رویکرد به
 آموزان را یاری کند.  های تیمی، دانش مسئله، تفکر انتقادی و مهارت

  کنند.  دست آوردن پاسخ مسئله کار می ها، برای به گروه 

  کنند.  دهند و به یکپارچگی آن کمک می آموزی بر یادگیری صورت گرفته، بازتاب می های دانش گروه 

دانش محتوایی توسط توسعه امکان و مشارکتی،  مسئلههای حل  دف از این رویکرد، علاوه بر تقویت مهارته
محور، ازجمله رویکردهایی است که کاربرد زیادی  یادگیری مسئلهاست. آن و نگهداری طولانی مدت از آموز  دانش

دارند و برای  کرد کلاس خود را فعال نگه میگیری از این روب ای دارد. بسیاری از معلمان با بهره در آموزش مدسه
 کنند.  های غنی استفاده می این منظور از مسئله



 

 

  .آموزان دانشآموزان، سنجش درک  ها، ایجاد انگیزه و برانگیختن علاقه دانش تولید ایده 

در  .شوند های غیررسمی و کوتاه درگیر می در بحث پرسشست که در پاسخ به یک آموزانی ا این گروه شامل دانش
مشکلی  هر بارهچرخند و به بحث در شان می های دستی یک تا سه نفر از کنار طرف آموزان به کوتاه، دانش ای لحظه

و  ها آنرد مویا بیان مثالی در  ،طرح شده، تعریف مفاهیم کلیدی پرسشدرک موضوع، پاسخ به یک  در فهم و
، وگوها بهترین بحث و گفتدر پردازند.  در کلاس اتفاق خواهد افتاد، می ،چه که در ادامه حدس زدن درباره آن

 پرسشی ،مثال رایپردازند. ب ای از سخنرانی به قضاوت می آموزان راجع به محاسن، ارتباط و سودمندی جنبه دانش
دنبال آن  شروعی است که به «نی در سخنرانی امروز شنیدید؟بی چه ادعای دور از ذهن و غیرقابل پیش»مانند: 

 گذارند.  در کلاس به اشتراک می ،وجود آمده شان به که در گروههایی  پرسشها و  کلی، ایده یها در بحث همه گروه

 سازی  قابل پیاده یک سالن ای از کلاس و حتی در راحتی در هر اندازه پذیر است. به این روش بسیار انعطاف
 ! دعوت کنیدکلاس همگانی در شرکت در بحث ه همه را ب ها، با خاموش و روشن کردن چراغ یدتوان ست. میا

 

 وسیع. رکت اشمآموز به  ، ترغیب دانشها پرسشپاسخ به  برای آموز دانشنفس  ها، افزایش اعتمادبه تولید ایده 

کنند.  مشخص فکر می سؤالطور جداگانه در مورد یک  آموزان به دانش آغاز،در  :رای سه مرحله استدا روشاین 
فرصت به اشتراک گذاشتن  ،پردازند. در آخر خود به بحث و مقایسه می های ایده بارهنفره در صورت دو سپس به

  خواهند داشت.را ها در بحث کلی در کلاس  ایده

  کند  وادار می پرسشبه یک  مقدماتیبه تلاش برای دادن پاسخی را آموزان  شهمه دان ،کار گروهی روشاین
پیش دهد که  می ها آن این فرصت را به چنین همشود.  می دادهکه در جریان همکاری با یکدیگر شرح و بسط 

ان هایش های کوچک به بررسی اعتبار ایده هایشان را در یک گروه بزرگ مطرح کنند، در گروه ایده آن کهاز 
  .دهد مینفس بیشتری  ها اعتمادبه برای شرکت در بحث ،آموزانی که خجالتی هستند این امر به دانش. بپردازند

 

 . ن محیط یادگیری برابرکردآموزان، فراهم  همه دانش مشارکتهای شنیداری،  ها، توسعه مهارت تولید ایده 

های چهار یا پنج نفره و به شکل  آموزان در گروه . دانشاستآموزان فراهم  همه دانش دن برایکرفرصت صحبت 
دهند تا افکار خود  اجازه می ها آن شود و چند دقیقه به داده می یموضوعآموزان  نشینند. به دانش دایره کنار هم می

 (دقیقه 9 مشخصی )برای مثال آموز به مدت شود. هر دانش نند. سپس بحث آغاز میکرا پیرامون آن سازماندهی 
ن آموز دیگری اجازه صحبت ندارد. بعد از ای هایش صحبت کند و در این مدت هیچ دانش زمان دارد تا در مورد ایده

آموزان  بار صحبت کردند، فرصت بحث در گروه خود را دارند. لازم به ذکر است در این زمان دانش همه یک که
  های جدید. نه معرفی ایده ،مطرح شده بپردازندهای  باید به توسعه و بررسی ایده



 

 به هر  یدتوان آموزان خجالتی هنگام صحبت کردن احساس راحتی نکنند. می در این روش ممکن است دانش
تر  تر و مرتبط فرد یک نظر خاص یا نقل قولی را پیشنهاد دهید تا راجع به آن صحبت کند یا موضوع را خاص

به  شوند آموزان ترغیب می دانش ،در این روشکمتر شود.  ها آن تا ترس شود می موجب کار این. نماید
آموز قبلی یا  دانشدر بیان دوباره نظر  . تنوع نظر ممکن استندکنیگر با دقت بیشتری گوش دهای یک صحبت
 باشد. آموز قبلی  های دانش صحبتدرباره ارتباط نظر وی با توضیح 

 

 . نسالا همآموزان به بسیاری از  ها، معرفی دانش تولید ایده 

وگو  این گفتهای  الؤقبل سکار، از  برای اینکنند.  بحث می آموزان با یکدیگر تعداد زیادی از دانش روش،در این 
ع شکل ای یا مرب دهند و در یک گروه دایره های سه نفره تشکیل می آموزان گروه شوند. در کلاس دانش آماده می

نظر  آموزان قرار دهید و برای هر فرد فرصتی برای پاسخگویی در الی را در اختیار دانشؤگیرند. س بزرگ قرار می
را به اعضای گروه خود نسبت  2و  8، 4های سه نفره بخواهید اعداد  بگیرید. بعد از یک زمان مناسب، از گروه
صورت ساعتگرد به گروه سه نفره دیگر بروند، افرادی  به بخواهید که ،دهند. از همه افرادی که شماره یک دارند

دارند مکان خود را تغییر  4صورت ساعتگرد بروند و افرادی که شماره  را دارند نیز به دو گروه بعد به 2که شماره 
ا توانید ت می. نیدکتری مطرح دشوارال جدید و ؤهای سه نفره جدیدی خواهید داشت. حال س ندهند. در نتیجه گروه

 بیشتری را به بحث بگذارید. های  الؤها را ادامه دهید و س هر زمان که دوست داشتید چرخش در گروه

 های الؤنفره نیز تشکیل داد و موضوعات مختلفی حتی س های دو یا چهار توان با زیرگروه این نوع گروه را می 
  وار خواهد بود.جمعیت دشبسیار پ رهای  کلاس دراین روش اجرای  انتخاب کرد.محاسباتی 

 

 . گیری های تصمیم ها، توسعه مهارت تولید ایده 

صورت تک نفره، سپس  شود: ابتدا به آموزان در گروه دو برابر می طور تدریجی تعداد دانش به ،در این روش
های  ن صورت ادامه پیدا خواهد کرد. اما در بیشتر موارد، بعد از کار در گروهمیبه ههای دو نفره، چهار نفره و  گروه
 ارائهدهند.  ها تشکیل می حل ها و راه گیری نتیجه تمام بندی منظور جمع آموزان یک جلسه جامع به نفره، دانش چهار
کننده نباشد.  ان کسلآموز شود تا بحث برای دانش بعد، موجب می های های از تکالیف پیچیده در مرحل دنباله

ند. سپس در حل کنال مرتبط با موضوع کلاس را ؤآموزان تعدادی س عنوان مثال ابتدا اجازه دهید دانش به
هایی  پرسشنفره به شناسایی و پاسخ به  های چهار در گروه های بیشتر شوند. الؤسدرگیر های دو نفره افراد  گروه

و در  بروندقبلی  یها برانگیز یا اصول مرتبط بر پایه بحث ای جنجالادعاه ،داده نشده ها آن که هنوز جوابی به
  ند.کای از هر گروه نتایج را گزارش  بحث کلی کلاس، نماینده

 ای است  گونه باید در زمانی که مفاهیم به بنابراینطلبد.  این روش برای به نتیجه رسیدن زمان زیادی را می
 وع کار گروهی استفاده کرد. که متناسب با زمان موجود است، از این ن



 

   
به تمام کلاس  ها آنهای کوچک و ارائه  آوری نظر همه گروه معنای جمع ( بحث همگانی به8977به گفته گویا )

های  ها و بدفهمی های حل مسئله و با انواع فهمیدن کند تا با تنوع روش آموزان کمک می است. این عمل به دانش
را مورد تجزیه و تحلیل قرار دهند و با مقایسه نقاط قوت و ضعف  هر کدام از  ها آنآموزان آشنا شوند،  شدیگر دان

گیری یکی از واجبات حل مسئله است که  های پیشنهاد شده، بهترین راه را انتخاب کنند. توانایی تصمیم راه
 های فراشناختی است.  مستلزم توانایی

ی کوچک لازم و ملزوم یکدیگر هستند و کارآیی یکی در خلأ وجود دیگری، ها بحث همگانی و کار در گروه
با دیدن  ها آنآموزان دارد.  های کوچک و بحث همگانی تأثیر عمیقی بر باورهای دانش یابد. کار در گروه کاهش می

آن نیست و « حساب دو دوتا چهارتا»شوند که ریاضی تنها  های مختلف برای حل یک مسئله متوجه می راه
وجود آورده است.  شان به های برد که آموزش سنتی نسبت به حل مسئله در ذهن جزمیت افراطی را زیر سؤال می

شوند که هر کدام در  ، متوجه میها آنشوند و با وجود تفاوت  های مختلف مواجه می زمانی که با تنوع راه حل ها آن
های محتمل برای  های استقرایی و استدلالفرایندنوع خود صحیح و بر مبنای اصول محکمی است، وقتی که با 

گیرند که  یاد می ها آننگرند.  شوند، نسبت به باورهای سنتی خود با دیده شک می های ریاضی آشنا می حل مسئله
نفس از راه حل پیشنهادی خود دفاع کنند و بالاخره فرصت  نظرات مخالف و موافق را بشنوند، با اعتمادبه

چنان که بر  دیگران بدهند و برای تصمیم اخذ شده، احترام قایل باشند. بحث همگانی هم گیری را به تصمیم
 دهد.  را نیز افزایش می ها آننظمی  آگاهی و خود گذارد، خود آموزان تأثیر می باورهای دانش

که  ،کنندگو و های خود بحث و گفت آموزان با معلم و همکلاسی شود تا دانش بحث همگانی در کلاس موجب می
خواهد بود.  ها آن ریاضی، توسط هخود عامل مهمی برای تقویت یادگیری معنادار مفاهیم ریاضی و حل مسئل

و اتکا نکنند  ،یعنی معلم بیرونی،آموزان تشویق شوند تا فقط به قدرت  شود دانش باعث میهمگانی بحث  چنین هم
های ریاضی،  نند، بلکه خود به خلق و انجام فعالیتبگوید چه بکنند و چه نک ها آن تا همیشه او بهمنتظر نباشند 

ات ییجز و «چگونه» بگویند «چرا» دهند توضیح ن کهای به آموزان دانش کردن ملزم. بپردازند...  و ها همسئلحل 
 نیازی دیگر. نیست فهم یرقابلغ شود تا بدانند که ریاضی، اسرارآمیز یا ، باعث می«شرح دهند»های خود را  ایده

  .باشد ریاضی حقایق منبع معلم، هک نیست

  بینی کنید؛  زمان مناسب برای بحث پیش  موضوع انتخاب شده غنی باشد؛  

   همه موظف باشند برای ادعای خود دلیل بیاورند؛  به همه فرصت مشارکت در بحث بدهید؛  

  ها را کم کنید و به موضوع اصلی بپردازید؛ حاشیه  ؛ در ابتدا بر درستی پاسخ تمرکز نکنید 

 از جزییات )حتی نادرست( صرف نظر نکنید؛   های کوتاه بحث را هدایت کنید؛  با پرسش 

 درستی یا نادرستی قضاوت کنید و معلم از ارائه نظر فوری خودداری کند.  هدر بحث همگانی دربار 



 

   

عنوان ابزار یادگیری ریاضی توجه مجامع پژوهشی آموزش ریاضی را به خود جلب کرده است. با این  وشتن بهن
عنوان یک راهبرد یادگیری وجود دارد. در نوشتن بازتابی  کارگیری آن به های مختلفی از نوشتن و به حال، برداشت

های  های کوچک یا فعالیت ان حل مسئله در گروهخواهیم با بازتاب بر جری آموزان می نویسی، از دانش یا ژورنال
 های خود را بررسی کنند.  ها و بدفهمی شان؛ خوب فهمیدن کلاس، چگونگی فهمیدن خویش؛ احساس

تواند دارای ساختار یا بدون ساختار باشد. نکته مهم آن است که به  نوشتن بازتابی با توجه به شرایط تدریس، می
بدون ترس  از دست دادن موقعیت خود به بیان  ها آنوزان به معلم جلب شده باشد تا آم اندازه کافی اعتماد دانش

کند تا بازتابی بیشتری بر عمل داشته  آموزان کمک می احساس و مشکلات خود بپردازند. نوشتن بازتابی به دانش
کند تا با  ک میتدریس مسئولیت بیشتری احساس کنند. نوشتن بازتابی به معلم کم فرایندباشند و نسبت به 

جرح  ها آنآموزان بهتر آشنا شود. و در نهایت روش تدریس خود را متناسب با نیازهای  مشکلات و احساسات دانش
آموزان را بالا  های دانش و تعدیل کند. با این حال، باید بر این نکته واقف بود که نوشتن بازتابی به شرطی توانایی

و ارائه پیشنهاد به  ها آننا که معلم باید در اسرع وقت با مطالعه دقیق برد که دو طرفه باشد. به این مع می
 های خود و دادن پاسخ به معلم وادار کند.  آموزان را به تأمل در نوشته وگو را باز کند و دانش آموزان، راه گفت دانش

معلم را بنویسند.  ها آن شته ودست آمده بازتاب دا هریاضی، بر نتایج اطلاعات ب هتوانند هنگام حل مسئل ها می گروه
له طرح شده ئبخشی از هر مس نوشتنریزی کند که  ای برنامه گونه تواند در زمان انتخاب یا طراحی مسئله، به می

شود  کند تا فکرهای خود را منسجم کنند، بلکه نوشتن موجب می آموزان کمک می نه تنها نوشتن به دانشباشد. 
برای مثال، های کلاسی، توضیح دهد یا از آن دفاع کند.  برای بحث ای دهآموز متعهد شود ای که هر دانش

 ن که، مفید واقع شد، یا ایها آن چگونه کشیدن شکل در ارائه راه حل ن کهای بارهتوانند در گروه میآموزان  دانش
و نند یگر صحبت کهای د حدس و آزمایش را مورد استفاده قرار دادند، با دیگر دوستان خود در گروهراهبرد چگونه 

تواند شامل  بخواهد نتیجه کار را بنویسند. این نوشته می ها آنتواند از  و معلم می آگاه شوند.نیز  ها آن از نظرات
تواند نقش مهمی  میآموزان  های نگارشی و کلامی دانش تواناییرا به نتیجه رسانده است.  ها آنمسیری باشد که 

آموز با دریافت  آموزان حائز اهمیت است و دانش تعامل نوشتاری بین معلم و دانش. داشته باشد ها آنی ها نوشتهدر 
 ی خود قرار بگیرد. ارتقاتواند در شرایط بهتری برای  میپاسخ از معلم، 

 های مثبت را ببینید:  جنبهها،  در پاسخ به نوشته  آموزان بخواهید احساس خود بنویسند:  از دانش 

 برای جلب اعتماد، حریم خصوصی را حفظ کنید ...   به اختصار درباره چیزی که فهمیدند بنویسند ...  

 با طرح سؤال، بخواهید موارد مبهم رفع شود ...   دانند ...  چه مشکلی دارند و دلیل آن را چه می 

 سخ خود را به زبان ساده، اما دقیق بنویسید ... پا  برای ادعاهای خود دلیل بیاورند ...  

 . پاسخ دهید ها به همه نوشته ترین زمان در کوتاهآموزان را اعلام کنید و  های دانش زمان تحویل نوشته 



 

حل مسئله هستند. برای  آموزان در دهنده عملکرد سطح بالای دانش وجود دارد که نشان اصلیهای  بعضی ویژگی
، ،  های زیر است:  نمونه، یک مدل حل مسئله بر اساس ویژگی

شود  ها با جزییات بیشتری شرح داده می ویژگیاین هر یک از .   و ،، 
هنگامی  یاآموزان،  های حل مسئله دانش هنگام ارزیابی توانایی .شود دنبال هر کدام، پرسشی کلیدی مطرح می و به
تواند بر این پرسش بازتاب  میباشد،  آنانهای حل مسئله  کند تا حامی تلاش را هدایت می آموزان معلم، دانش که

 داشته باشد

ها  ین ایدهآموزان درک مفهومی را از طریق تفسیر اصول ریاضی در یک مسئله و ترجمه ا دانش 

آموزان زمانی درک  گذارند. دانش به یک بازنمایی منسجم ریاضی با استفاده از حقایق مهم مسئله به نمایش می
دهند که بازنمایی مناسب را انتخاب کرده و از اطلاعات مرتبط  مفهومی خوبی از ریاضی را در یک مسئله نشان می

 های ریاضی قابل کاربرد را انتخاب کنند.  برند و رویه کار استفاده کنند، اصطلاحات ریاضی را با دقت به

طور صحیح مفاهیم  های ریاضی، به ها و بازنمایی آموز از مسئله با استفاده از رویه آیا تفسیر دانش 
 کند؟  مهم را منعکس می

تواند  ئله ارائه دهد، میبرای کمک به تفسیر اطلاعات مس انآموز تواند به دانش ممکن که معلم می های راهنمایی
 شامل موارد زیر باشد: 

 نویسی کنید.  مسئله درباره چیست؟ مسئله را به زبان خودتان دوباره 

 دانید؟  درباره مسئله، چه می 

 خواهد که چیزی را پیدا کنید؟  مسئله از شما می 

 غیرضروری هستند؟ اند؟ آیا برخی اطلاعات برای حل کردن مسئله  حقایق و عددهای مهم در مسئله کدام 

 کند؟  آیا اصطلاحات ریاضی در درک و حل مسئله به شما کمک می 

 گیری، میزان دقت مورد نیاز، شکل پاسخ و مانند آن؟  پاسخ مسئله شبیه چیست؟ واحدهای اندازه 

 شد: تواند شامل موارد زیر با آموزان برای کمک به درک مفاهیم ریاضی مربوط به مسئله می هایی به دانش توصیه

 هایی برای حل مسئله مورد نیاز خواهد بود؟  چه نوع محاسبه 

 تر شود؟  توان مسئله را نمایش داد تا درک آن ساده چگونه می 

 توانند در نمایش و حل مسئله به شما کمک کنند؟ رسم نمودار، افزودن  های ریاضی می ها و مهارت کدام ایده
  ؟کسرها، شناسایی الگو، و مانند آن



 

آموزان توانایی خود را در استفاده از راهبردها و استدلال کردن از طریق  دانش 

خوب »و « خوب طراحی شده»منطقی  فرایندوجو و انتخاب راهبردهای مناسب حل مسئله و اجرای یک  جست
آموزان  دانش راه حلها با  اییی منطقی برساند. تمام انواع بازنمراه حلرا به  ها آن دهند که نشان می« حمایت شده
های لازم را انجام داده، کار را  بر پیشرفت خود نظارت داشته و در صورت نیاز، جرح و تعدیل ها آن تلفیق شده،

 دهند.  تأیید کرده یا درستی آن را ارائه می

، راهبردهای آموز بر اساس یک طرح، حل مسئله را شروع کرده آیا شواهدی وجود دارد که دانش 
 را دنبال کرده باشد؟  راه حلیابی به یک  منطقی و قابل تأیید برای دست فرایندکار برده و یک  متناسب را به

 تواند شامل موارد زیر باشد:  آموزان، برای شروع حل مسئله، می هایی برای کمک به دانش راهنمایی

 ه حل این مسئله کمک کند؟ تواند ب آیا رسم یک شکل یا یک نمودار یا ساخت یک مدل می 

 کند؟  شده به شما کمک می دهی دهی اطلاعات در یک نمودار، یا جدول، یا فهرست  سازمان آیا سازمان 

 کند؟  آیا حدس زدن، بررسی و تعدیل انجام شده، به حل این نوع مسئله کمک می 

 تان باشید؟  آیا باید دنبال الگوهایی در اطلاعات 

 تر حل کنید؟  که ابتدا مسئله را با استفاده از عددهای ساده کند کار کمک می آیا این 

 جایی برسید که  خواهید به آن برسید کار را شروع کنید و به توانید با حرکت رو به عقب، از جایی که می آیا می
 جا آغاز کنید؟ خواهید از آن می

 امل موارد زیر باشد: تواند ش می ها آن آموزان برای تفکر درباره راه حل هایی به دانش توصیه

 توانید روش کارآمدتری برای حل مسئله پیدا کنید؟  آیا راهبرد مورد استفاده شما، کارآمد است؟ اگر نه، آیا می 

 خودتان ارائه دهید؟  راه حلهایی برای حمایت از  توانید مثال آیا می 

 گری شرح دهید؟ اید که آن را برای فرد دی قدر خوب درک کرده آیا طرح و راهبردتان را آن 

 های دیگری برای نزدیک شدن به این مسئله وجود دارد؟  آیا روش 

 اید؟  های دیگری است که شما حل کرده آیا این مسئله شبیه مسئله 

 های دیگر نیز استفاده کنید؟  های خود برای حل مسئله توانید از آموخته آیا می 

کند، آن را  دانیم رابطه یا پیوند برقرار می را می ها آن ی کهاگر بدانیم که چگونه مطلبی با سایر مطالب 

چه انجام  آموزانی که بر آن کنند. دانش کنیم. ارتباطات همراه با بازتاب، روابط و پیوندهای جدید تولید می درک می
ی ایجاد ارتباط و کنند، در بهترین موقعیت برا کنند و درباره آن، با سایرین ارتباط برقرار می دهند، بازتاب می می

چه را که انجام  وضوح، آن دهند که به آموزان زمانی ارتباطات خوب را نشان می اتصال در ریاضی قرار دارند. دانش



 

کار را شرح دهند و این توضیح در یک توالی منطقی و روان انجام شود. ارتباطات خوب،  اند و علت آن داده
ها شفاف بوده و فاقد هر  مخاطب ناچار به استنباط نیست، زیرا توضیح یافته است و سازمان مستقیم، هدفمند و خوب

 است.  گونه خلأ

به استنباط و حدس  ن کهآموز را درک کند یا ای تواند به آسانی تفکرات دانش آیا فرد دیگری می 
 آموز درصدد انجام آن هست، نیاز دارد؟  چه که دانش زدن درباره آن

یافته، واضح و روشن دارد. واداشتن  سازمان تگی به داشتن یک راهبرد و طرح مسئله خوبارتباطات خوب، بس
تواند در توسعه مهارت در برقراری  ، میها آن آموزان به توضیح کلامی  راهبردهای خود پیش از نوشتن دانش

 ارتباطات مفید باشد. 

 تواند شامل موارد زیر باشد:  کر خودشان میآموزان در تبادل ارتباط با تف هایی برای کمک به دانش راهنمایی

 کنید؟  ها، در توضیح و گسترش تفکرتان استفاده می ها یا ترکیبی از این ها، نمودارها، کلمه آیا از جدول 

 کاری که کردید چه بود؟ چرا؟ بعد از آن چه کردید؟ این کار به شما برای رسیدن به هدف شما چه  نخستین
 کمکی کرد؟ 

 ؟ از حل کردن این مسئله چه چیزی یاد گرفتید؟ نتیجه رسیدید که ...  گونه به اینچ 

 کنید؟  تان را تصدیق می آیا نشان دادید که چگونه پاسخ 

 طور شفاف  حل شما را به فرایندها،  توضیح خود را برای فرد دیگری بخوانید تا مطمئن شوید که این توضیح
 بیان کرده و درک آن ساده است. 

ها،  باید به همراه هم پیشرفت کنند. برای یادگیری مهارت مفهومیای و درک  های پایه مهارت 

را برای حل  ها آن کار ببرد و بتواند را به ها آن خاطر بسپارد، هنگام لزوم را به ها آن نحوی که فرد بتواند به
آموزان خواسته شود تا از  گیرد. اگر دانشرا همراه با فهم و درک، یاد ب ها آن های جدید تعدیل کند، باید مسئله
های خود را با دیگران در  های حسابی استفاده کنند و برای نمونه، رویه های خود برای پاسخ دادن به مسئله رویه

 های دیگران تقویت خواهد شد.  از طریق اجرا، بحث و بازتاب بر ایده ها آن میان بگذارند، درک ریاضی

های  ها، کاربرد صحیح تمام بازنمایی ها از طریق اجرای صحیح تمام رویه را در محاسبه آموزان خبرگی خود دانش
ها و مانند آن( و نشان دادن استفاده صحیح از  ها، شکل بصری مسئله و مشخص کردن هر یک )نمودارها، جدول

 گذارند.  نمایش می های قابل دسترسی، به ورزی فناوری یا دست

آموز برای حل مسئله اتخاذ کرده است، آیا راه حل )شامل  رفتن رویکردی که دانشبا در نظر گ 
 ای صحیح و کامل اجرا شده است؟  شیوه ( بهفرایندهای  تمام گام



 

 تواند شامل موارد زیر باشد:  های محاسباتی می آموزان برای بهبود مهارت هایی برای کمک به دانش راهنمایی

 ،خاطر داشته باشید همیشه هنگام  اید؟ )به های خود را دوباره کنترل کرده محاسبه آیا به موازات پیشرفت خود
 حساب، پاسخ خود را تخمین بزنید(.  استفاده از ماشین

 اید؟  آیا قاعده یا فرمول استفاده شده را نشان داده 

 ببینید، آیا این  ن کهآیا از طریق حل مسئله به روشی متفاوت یا از طریق گذاشتن پاسخ داخل مسئله برای ای
 اید؟  پاسخ معنادار است یا خیر، پاسخ خود را تصدیق کرده

 صحیح است؟ )در صورتی  ها آن های اید تا مطمئن شوید توضیح تان را کنترل کرده ها یا نمودارهای آیا شکل
 اید(.  ها یا نمودارها استفاده کرده که از شکل

 را  ها آن مهارت دارید؟ اگر نه، پیش از تلاش برای حل مسئله های مورد نیاز مسئله، ها و رویه آیا در محاسبه
 مرور و تمرین کنید. 

 خواهد، منطبق است؟  چه که مسئله می اید تا مطمئن شوید که پاسخ شما با آن آیا کنترل کرده 

دهند که بتوانند اهمیت مسئله  آموزان زمانی نسبت به یک مسئله بصیرت نشان می دانش 

اط با سایر علوم یا کاربردهای آن در زندگی روزمره تشخیص دهند. با بها یا در ارت را در ارتباط با سایر مسئله
های چندگانه یا ابداع یک قاعده یا فرمول کلی،  لر در مسئله، کشف رویکردها یا راه حتشخیص الگوهای مستت

 گذارند.  ه نمایش میآموزان بصیرت خود را از طریق ساختار زیربنایی مسئله ب دانش

مورد استفاده برای حل این  فرایندبیند چگونه  یابد و می میرا آموز ساختار اصلی مسئله  آیا دانش 
 دهد؟ ها و کاربردهای جهان واقعی پیوند می مسئله، آن را به سایر مسئله

رباره کاربردهای مسئله در سایر آموزان، رفتن به فراسوی راه حل مسئله و تفکر د کلید توسعه بصیرت دانش
  تواند شامل موارد زیر باشد: هایی برای بصیرت می ها است. راهنمایی موقعیت

 ها هستند؟  ها کدام اید؟ اگر بلی، شباهت هایی است که پیش از این دیده یک از مسئله آیا این مسئله شبیه هیچ 

 اید؟  آیا در حین حل مسئله، الگویی پیدا کرده 

 اید؟  هایی استفاده کرده ردن مسئله از چه فرضبرای حل ک 

 ای بسازید که از جهاتی با این مسئله مشابه باشد و از جهات دیگری متفاوت باشد؟  توانید مسئله آیا می 

  آیا راه حل شما، تنها راه حلی است که برای این مسئله وجود دارد؟ 

 های مختلف این مسئله مورد استفاده قرار گیرد؟  حل شکلیا فرمولی بیابید که بتواند برای  فرایندتوانید  آیا می 

 های زندگی واقعی، شباهت دارد؟  اید یا با موقعیت هایی که پیش از این دیده چگونه این مسئله با سایر مسئله 



 

اران آموزش و یادگیری ریاضی را کراند توجه تمامی دست  در کتاب ،8345رج پولیا در سال وج
تواند برای حل  جلب کرد. این مدل یا چارچوب، می ،ریاضی ارائه داده بود هبه چارچوبی که برای حل مسئل

  :زیر است چهار مرحلهمدل پولیا، شامل کار گرفته شود.  اضی بههای ری مسئله

 ،های مناسب را در قالب این چارچوب های فردی و راهبرد توانند مهارت ول حل مسئله هستند، میکسانی که مشغ
فرا بگیرند و دانش خود را توسعه دهند. البته باید توجه داشت که تمام اجزای این چارچوب در حال تعامل دائم با 

به نتیجه  کرده، طرحای که  نقشهمتوجه شود )اجرای نقشه( کسی در مرحله سوم  ،هم هستند؛ مثلاً ممکن است
)طرح نقشه( و دوم )درک مسئله( دوباره به مرحله اول  ،آن است. در نتیجه اجراینخواهد رسید، یا موانعی در راه 

که در مهم این است گذارد. بریزد و آن را به اجرا بکند، طرحی نو  و با درک جدیدی که از مسئله پیدا میزگشته با
 ارگانه، امکان این بازنگری وجود دارد. هر کدام از مراحل چه

گیرد،  هر یک از مراحل پیشین مورد بازنگری قرار می ن کهطور خاص، در مرحله چهارم )بازنگری( علاوه بر آ به
کن به درک متفاوتی از  تواند بازنگری شود. در این مرحله، ممکن است مسئله حل حل مسئله می فرایندتمام 

شود.  صورت یک حلقه بسته ترسیم می ای به مین دلیل، نمودار این مدل چهار مرحلهه بهمسئله دست پیدا کند. 
عنوان  توان به حل مسئله، در یک چرخه بسته است، لیکن این بازگشت، را می فرایندظاهر  بدین ترتیب، هر چند به

 ای متفاوت و در سطحی بالاتر از درک مسئله تلقی کرد.  ارتقا به مرحله

 به مختصری ازدر ادامه رده است که کر کمواردی را ذ ه،مراحل چهارگاناین از یک هر وفقیت در مپولیا برای 
 اشاره خواهد شد.  ها آن



 

 

ثابت »ه از نوع مسئلباید پیش از هر چیز روشن شود که  ،ای را دارد همسئلبرای کسی که قصد حل  ،در این مرحله
ها  کدام ،مجهولاتو  ها داده ازجملهه مسئلتشخیص دهد که اجزای  فردسپس «. پیدا کردنی»است یا « کردنی

  توان در نظر گرفت: دستیابی به این مهم، نکات زیر را میبرای هستند. 

 درپی؛ طور پی خواندن مسئله به  

 های آشناتر؛ بیان دوباره مسئله با استفاده از عبارت  

 ؛ عات موجود برای حل مسئلهاطلاکافی بودن های مسئله برای تعیین  ارزشیابی داده 

 های اضافی در مسئله وجود دارند؛ آیا داده  

 ؛شداببرای حل مسئله  مفیدحاوی اطلاعات ممکن است در مسئله که  مستترهای  تعیین فرضیه  

 سازی مناسب با موقعیت مسئله؛ مدل  

 .در نظر گرفتن تفسیرهای بدیل  

 

 ن کهتوان برای حل آن طرحی مناسب تهیه کرد. با توجه به ای ، میهنگامی که مسئله خوب فهمیده و درک شد
توانند مورد استفاده قرار  هایی که می های مختلفی قابل حل باشد، باید درباره راهبرد هر مسئله ممکن است از راه

ک گرفت. به کم ،رسند تر به نظر می هایی که مناسب و سعی نمود از راهبرد یا راهبرد هتعمق بیشتری کرد ،بگیرند
کارآیی  در صورت عدم ـخوبی باشد، باید توانایی تجدیدنظر در طرح را کن  مسئله حلخواهد  هر حال، کسی که می

حل مسئله مورد استفاده واقع  جریانهایی که ممکن است در  داشته باشد. چند نمونه از راهبرد ـ  راهبرد اولیه خود
 : از این قرارند ،شوند

 الگوی مشابه یا رسم منحنی متناسب با موقعیت مسئله؛ تهیه مدل، یعنی رسم  

 یافته؛  های منظم و سازمان ها، و منحنی ، جدولها تهیه فهرست 

 وجو برای الگو؛ جست  

 کردن برعکس؛ کار  

 انتخاب نمادهای مناسب؛  

 مشخص کردن اطلاعات داده شده، مورد احتیاج و خواسته شده؛  

 سئله داده شده؛تر و مرتبط با م حل یک مسئله ساده  

 ؛ها آن های مختلف و حل هر کدام از تقسیم مسئله به زیرمسئله  

 حدس یک پاسخ و آزمایش آن؛  

 تغییر دیدگاه . 



 

 

طرح مناسب برای حل مسئله تهیه شد، باید آن را به مورد اجرا گذاشت. نکته اساسی این نقشه و  ن کهبعد از آ
ممکن  نقشهداشته باشد تا اگر زمانی احساس کرد که  نقشهت اجرای است که شخص نظارت کامل بر پیشرف
در  ،شخص  درگیر  حل  مسئله رد.ابتواند طرح جدیدی را تهیه و به اجرا بگذ ،است او را به حل مسئله رهنمون نکند

  از خود بپرسد: را زیر هایی مانند پرسشتواند  می ،استکار حالی که ناظر بر پیشرفت 

 ؟ کند مرا به حل مسئله هدایت می ،ام هیه کردهآیا طرحی که ت 

 بدیل نیاز دارم؟  یآیا به طرح 

 آیا لازم است که طرح فعلی را کنار گذاشته و طرح جدیدی تهیه نمایم؟  

 ؟ تر یا کمک دیگران نیاز دارم به اطلاعات اضافه ،آیا برای اجرای طرح خود 

  ام؟ مستند کرده ،در حل مسئلهآیا دقت و تلاشم را برای ردیابی مراحل پیشرفت خود  

 

داشته باشد و  ،کننده مسئله باید یک بازنگری بر تمامی مراحل اجرای طرح تهیه شده پس از اتمام مرحله اجرا، حل
موردهای مهمی که در این مرحله باید در نظر گرفت، یکی  ازجملهیک بررسی کلی درباره مسئله انجام دهد. 

، چنین همپذیری مسئله است.  و دیگری تعمیم ،های طرح شده پرسشسئله با توجه به دار بودن پاسخ م معنی
های  های به کار گرفته شده را شناسایی کرده و راه حل تر راهبرد تواند کاربرد وسیع شخص با بازنگری کلی می

  متفاوت حل مسئله را مطالعه کند.

شخص   ن کهو هم ای ،ئله برای دیگران مشخص شودحل مسئله باید به نحوی تدوین شوند تا هم حل مس حلامر
های حل مسئله خود  و نتیجه فرایندکننده مسئله بتواند از طریق حل مسئله با دیگران ارتباط برقرار کرده و از  حل

های زیر از خود بپرسد و  هایی مشابه نمونه پرسشتواند  کننده مسئله می دفاع نماید. در این مرحله، شخص  حل
  داشته باشد: ها آن برای پاسخافتن سعی در ی

  مستدل است؟کافی آیا پاسخ من به اندازه  

 دانستم؟ چه چیزی یاد گرفتم که قبلاً نمی ،در جریان حل مسئله  

 را تشخیص دهم؟ ها آن ،دیگر نیز های ئلهتوانم در مس چه نکاتی در این مسئله هست که من می  

 له حل شده را مطرح کرده و حل کنم؟های مرتبط با این مسئ توانم مسئله آیا می  

 ده یا تعمیم دهم؟نموتوانم حل مسئله را برای دیگران توضیح داده، مستند  آیا می  

 ام؟ آیا مسئله راه حل دیگری دارد؟ های ممکن را یافته آیا تمام راه حل  

  ام؟ یز امتحان کردهدیگری را نمن راهبردهای به حل مسئله راهبر شدند،  از ابتداهایی که هبردارآیا بجز  



 

ها و افزودن بعضی  های مختلفی برای کار در کلاس ارائه شده است. این بخش به تکرار آن توصیه تا اینجا، توصیه
مند،  های عمومی را با دیگر معلمان علاقه شود این توصیه اختصاص دارد. پیشنهاد می ها آنبندی  جزییات، و جمع

های  از تنوع توانایی ی کهو شناخت انای معلم تجربه حرفه، بحث کنید. بدیهی است ها آنبگذارید و درباره  میان در
 باشد.  ها کننده این بحث تواند تکمیل می ،یچنین توجه به شرایط محیط آموزش ، همدارند آموزان دانش

  آموزان را درک کند.  توسط دانشگوناگون پیامدهای انتخاب رویکردهای 

 د و چگونه این کار را انجام دهد. نکن آموزان کمک می بدانند چه موقع مداخله کند و چه پیشنهادهایی به دانش 

 دانند.  گاهی باید در موقعیتی قرار گیرند که گویی حل مسئله را از قبل نمی  
 نفس و خودآگاهی است.  مستلزم تجربه، اعتمادبهها،  ون دانستن همه پاسخکار، بد نای درستانجام  

  ریاضی اشاره کند. مهم به مفاهیم 

 آموز مرتبط باشد.  با یادگیری قبلی دانش 

 آموزان را جذب کند و به چالش بکشد.  دانش 

 های چندگانه را ارائه کند.  های متنوع حل و پاسخ پاسخ باشد، یعنی شیوه  ـباز 

 مطرح کنید.  شده ای بد تعریف ه، گاهی مسئلهشد خوب تعریفهای  علاوه بر مسئله 

 باشد.  های واقعی برای استفاده در کلاس درس و تکلیف منزل یتعموق از های گوناگونی مثال 

 کنید.  آموزان ارائه به دانشتکلیف منزل  عنوان لاس و هم بهمتنوع باشد و هم برای بحث در ک 

 کننده یادگیری ریاضی و مراحل برتر تفکر حل مسئله باشند.  ، تسهیلها آن فرایند 

 ها باشد.  آن راه حلبه  و تعمیم دادنآموزان  های دانش ، مستلزم مرور راه حلها آن پاسخ به 

 اشد تمام متغیرهای ممکن را پیدا کنند. جای یک متغیر خاص، مجبور ب آموز به دانش 

 آموزان باشد.  حل مسئله باید بخشی از کار روزانه دانش 

 ها به صورت گروهی، اختصاص دهید.  در هر جلسه کلاسی، یک زمان کوتاه را به بحث و حل مسئله 

 راحتی از ذهن دور کنند!  بهآن را ی مواجه کنید که نتوانند ا آموزان را با پرسش یا مسئله در هر جلسه، دانش 

 ها را هضم کنند،  آموزان مسئله دانش فرصت بدهیدطور کامل حل شود،  الزامی ندارد که مسئله به 
 بپردازند.  ها آن های تازه و جدید به فکر کنند، فکرشان را رها کنند و دفعه بعد، با ایده ها آن درباره 



 

 آموزان نشان دهید که چگونه یک مسئله را تبیین کنند. به دانش 

 وقت بیشتری بدهید.و  آموزان بخواهید تا صورت مسئله را به زبان خود بیان کنند از بعضی دانش 

 آموزان فرصت دهید تا تغییر صورت مسئله را در کلاس تمرین کنند. به دانش 

  (. تنها استفاده از فرمول که ننه آ)زیربنایی مسئله تشویق کنید بر اساس اصول را استدلال کردن 

  کنند.  ثبت حل و جزییات آن را فرایندآموزان بخواهید تمام  اما از دانش بدهید،تنها یک مسئله برای تکلیف 

 روی نکنید.  ، اما در این کار زیادهکنیدکن خبره را بازی  حل یکبار نقش یک مسئله 

 آموزان نشان دهید ، تمام مراحل انجام یک مسئله را به دانش«رفته شسته و »یک حل جای  گاهی اوقات به . 

 کنیدبرای یافتن حل مسئله آشنا خودتان وجوی  با چگونگی تفکر و جسترا آموزان  دانش . 

 آموزان به نمایش بگذارید.  اید، در مقابل کلاس حل کنید و برای دانش حال حل نکرده ای را که تا به مسئله 
 اگر برای حل مسئله مشکل داشته باشید، استفاده از این روش، پر مخاطره است!   

  های کنترلی خود را توسعه دهند.  آموزان مهارت دانش ارزشیابی کنید تاطور ضمنی  بهمراحل حل هر مسئله را 

 د از شما، بازخورد فوری بگیرند. آموزان بتوانن د تا دانشهایی را برای تمرین عملی در کلاس ایجاد کنی فرصت 

 اند.  ارزشها با خوانید و آن نوشته را با حوصله می ها بدانند که نوشته بازخورد مکتوب بدهید تا آموزان به دانش 

 تنها بر پاسخ صحیح تأکید نکنید صورت انفرادی و چه گروهی، آموزان ـ چه به حل دانش گذاری راه در نمره . 

 ای اختصاص دهید.  نیز، نمره ها آن های انتخاب شده و چگونگی انتخاب برای تمام مراحل حل ازجمله راهبرد 

 تکرارپذیر توجه کنیدهای  آموزان، به اشتباه های مکتوب دانش در موقع بررسی راه حل 

 را به بحث بگذارید. ها آن، در کلاس ها آن و ضمن نوشتن علتنید های ناشی از بدفهمی را شناسایی ک اشتباه 

  مسئله را توصیف و تعریف کنند؟ 

 یک رویه ریاضی را از اطلاعات تشخیص دهند؟   

 دهی کنند؟  آوری و سازمان های لازم یا اطلاعات دیگری را جمع داده 

 بندی کنند؟  های منطقی را فرمول سیهها، حد با توجه به الگوهای داده 

 ها را محک بزنند؟  حدس 

  با ایجاد تغییر لازم، اطلاعات ضروری دیگری کسب کنند؟ 

  از تحقیق خود گزارشی مختصر و مفید تهیه کنند؟ 

 خلاقیت و ابتکار؛  ساعی گروهی؛تشریک م  پذیری و تحمل نظر دیگران؛ نعطافا 

 پشتکار و دقت؛   رهبری و مشارکت؛   .اشتیاق رفتن به فراتر از مسئله 



 

 نویسی کنید.  بان خودتان دوبارهمسئله درباره چیست؟ مسئله را به ز 

 دانید؟  درباره مسئله، چه می 

 خواهد که چیزی را پیدا کنید؟  مسئله از شما می 

 اند؟ آیا برخی اطلاعات برای حل کردن مسئله غیرضروری هستند؟  حقایق و عددهای مهم در مسئله کدام 

 کند؟  آیا اصطلاحات ریاضی در درک و حل مسئله به شما کمک می 

 گیری، میزان دقت مورد نیاز، شکل پاسخ و مانند آن؟  مسئله شبیه چیست؟ واحدهای اندازه پاسخ 

 هایی برای حل مسئله مورد نیاز خواهد بود؟  چه نوع محاسبه 

 تر شود؟  توان مسئله را نمایش داد تا درک آن ساده چگونه می 

 ه شما کمک کنند؟ توانند در نمایش و حل مسئله ب های ریاضی می ها و مهارت کدام ایده 

 تواند به حل این مسئله کمک کند؟  آیا رسم یک شکل یا یک نمودار یا ساخت یک مدل می 

 کند؟  شده به شما کمک می دهی دهی اطلاعات در یک نمودار، یا جدول، یا فهرست  سازمان آیا سازمان 

  کند؟  و تعدیل انجام شده، به حل این نوع مسئله کمک میآیا حدس زدن، بررسی 

 تان باشید؟  آیا باید دنبال الگوهایی در اطلاعات 

 تر حل کنید؟  کند که ابتدا مسئله را با استفاده از عددهای ساده کار کمک می آیا این 

 تا به آغار راه برسید. خواهید به آن برسید شروع کنید از جایی که می کنید؟ توانید رو به عقب حرکت آیا می 

 توانید روش کارآمدتری برای حل مسئله پیدا کنید؟  آیا راهبرد مورد استفاده شما، کارآمد است؟ اگر نه، آیا می 

 هایی برای حمایت از راه حل خودتان ارائه دهید؟  توانید مثال آیا می 

 دیگری شرح دهید؟ اید که آن را برای فرد  قدر خوب درک کرده آیا طرح و راهبردتان را آن 

 های دیگری برای نزدیک شدن به این مسئله وجود دارد؟  آیا روش 

 اید؟  های دیگری است که شما حل کرده آیا این مسئله شبیه مسئله 

 های دیگر نیز استفاده کنید؟  های خود برای حل مسئله توانید از آموخته آیا می 

 کنید؟  ها، در توضیح و گسترش تفکرتان استفاده می ها یا ترکیبی از این ها، نمودارها، کلمه آیا از جدول 

  نخستین کاری که کردید چه بود؟ چرا؟ بعد از آن چه کردید؟ این کار برای رسیدن به هدف چه کمکی کرد؟ 

 سئله چه چیزی یاد گرفتید؟ چگونه به این نتیجه رسیدید که ... ؟ از حل کردن این م 

  ؟ بررسی کردیدتان را  پاسخدرستی آیا نشان دادید که چگونه 

 شده است. حل شفاف بیان  فرایندی بگویید تا مطمئن شوید درک آن ساده است و توضیح خود را برای دیگر 



 

 اید؟  های خود را دوباره کنترل کرده ود، محاسبهآیا به موازات پیشرفت خ 

 اید؟  آیا قاعده یا فرمول استفاده شده را نشان داده 

 اید؟ آیا با روشی متفاوت یا گذاشتن پاسخ داخل مسئله، معنادار بودن پاسخ را بررسی کرده 

 حیح است؟ ص ها آنهای  اید تا مطمئن شوید توضیح تان را کنترل کرده ها یا نمودارهای آیا شکل 

 را مرور کنید.  ها آنهای مورد نیاز مسئله، مهارت دارید؟ اگر نه، پیش از حل مسئله  ها و رویه آیا در محاسبه 

 خواهد، منطبق است؟  چه که مسئله می اید تا مطمئن شوید که پاسخ شما با آن آیا کنترل کرده 

 ها هستند؟  ها کدام اید؟ اگر بلی، شباهت هایی است که پیش از این دیده یک از مسئله آیا این مسئله شبیه هیچ 

 اید؟  آیا در حین حل مسئله، الگویی پیدا کرده 

 اید؟  هایی استفاده کرده برای حل کردن مسئله از چه فرض 

 بسازید که از جهاتی با این مسئله مشابه باشد و از جهات دیگری متفاوت باشد؟  ای توانید مسئله آیا می 

  آیا راه حل شما، تنها راه حلی است که برای این مسئله وجود دارد؟ 

 های مختلف این مسئله مورد استفاده قرار گیرد؟  یا فرمولی بیابید که بتواند برای حل شکل فرایندتوانید  آیا می 

 های زندگی واقعی، شباهت دارد؟  اید یا با موقعیت هایی که پیش از این دیده ه با سایر مسئلهچگونه این مسئل 

 های ریاضی به  انتقال از آموزش حقایق و رویه  
 ند و پ ر فراز و نشیب است. ک های تفکر، آموزش همراه با تأکید بر فهم و درک ریاضی و مهارت 

 های سنتی باید کنار گذاشته شوند.  اند که شیوه بسیاری از معلمان مجاب نشده 

 کار را انجام دهند.  هایی که مایل به تغییر هستند، اطمینان ندارند که چگونه باید این بیشتر آن 

 راه تدریس و ارزشیابی آن چگونه است.  که منظور از حل مسئله چیست، و بهترین  اجماعی وجود ندارد 

 معلمان نسبت به تمام کردن محتوای درس، دغدغه دارند . 

  رو است.  با تردید روبه« کن خبره حل مسئله»عنوان  معلمان به« همه»توانایی 

 آموزان مشکل هستند های غیرمعمول برای دانش سئلهم . 

 کنند.  ه میهای غیرمعمول بسیار کمی عرض های درسی، مسئله کتاب 

  در تدریس هستید؟ خود آیا مایل به تغییر رویه   چه اهدافی برای تدریس حل مسئله در نظر دارید؟ 

  برای اجرای اهداف چیست؟ بهترین راه تدریس   آموزان دارید؟  ای برای ارزشیابی دانش چه برنامه 

    ؟هستندمعتبر  ها برای شما چنان پاسخ آیا هم  
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